1L+l

4.1. Introducao

A generalizagdo da densidade normal univariada para duas ou mais
dimensbes desempenha um papel fundamental na analise multivariada. De fato, a
maioria das técnicas multivariadas parte do pressuposto de que os dados foram
gerados de uma distribuigdo normal multivariada. Apesar dos dados originais nao
serem quase nunca “‘exatamente” normal multivariados, a densidade normal se
constitui muitas vezes numa aproximacéo adequada e util da verdadeira distribuicédo
populacional.

A distribuicdo normal, além da sua atratividade pela sua facilidade de
tratamento matematico, possui duas razbes praticas que justificam a sua utilidade. A
primeira, diz que a distribuicdo normal € a mais adequada para modelos populacionais
em varias situacoes; e a segunda refere-se ao fato da distribuicdo amostral de muitas
estatisticas multivariadas ser aproximadamente normal, independentemente da forma

da distribuicdo da populacgédo original, devido ao efeito do limite central.
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4.2. Pressuposicoes das analises multivariada

E importante compreender que as analises estatisticas de modelos com
erros aditivos baseiam-se na pressuposicdao de normalidade. A distribuicdo normal
requerida refere-se, ndo a variagdo dos dados, mas a variagdo residual entre as
observagbes e o modelo ajustado. A variacdo sistematica dos dados deve-se
presumidamente aos efeitos fixos dos modelos e o restante da variagcdo aleatoria &
devida a pequenas influéncias independentes, as quais produzem residuos com
distribuicdo normal (Bock, 1975).

Um segundo ponto, muitas vezes negligenciado nas discussbes das
pressuposicées sobre a distribuicdo, refere-se ao fato de que as afirmagdes
probabilisticas dos testes de significancia e dos intervalos de confianga, dizem respeito
a estatisticas tais como médias amostrais ou diferengas entre médias, e ndo a
distribuicdo das observacdes individuais. E conhecido que a distribuicdo destas
estatisticas torna-se tipicamente normal quando a amostra aumenta de tamanho. Este
resultado se deve ao teorema do limite central.

Do ponto de vista pratico existe consideraveis vantagens de se trabalhar
com grandes amostras. Nestes casos, a violagao da pressuposi¢cao de que a populagéo
seja normal é menos critica para os testes estatisticos e intervalos de confianga, e a

precisao da estimacao de parametros desconhecidos € “melhor”.

4.3. Densidade normal multivariada e suas propriedades
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A densidade normal multivariada € uma generalizacdo da densidade
normal univariada. Para a distribuicdo normal univariada com média p e variancia g°, a

funcéo de densidade de probabilidade é bem conhecida e é dada por:

1 X—Ll 2

(2

f(x)= We X € Joo, +oc] (4.1)

N|~—-

O gréfico da funcédo (4.1) tem a forma de sino e estad apresentado na
Figura 4.1. As probabilidades s&o areas sob a curva entre dois valores da variavel X,
limitada pela abcissa. E bem conhecido o fato de que as areas entre +1 desvio padrdo
da média e +2 desvios padrbes da média sao respectivamente 68,3% e 95,4%, como

ilustrado na Figura 4.1.
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0,683
0,954
!

u—2c U—0 u u+o p+2c

Figura 4.1. Densidade normal univariada com média p e variancia o>, destacando-se

as areas entre ptoc e pt 2c.

O expoente da fungado de densidade normal univariada:
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mede a distancia quadrada de x em relagdo a pu em unidade de desvio padrdo. Esta
distancia pode ser generalizada para o caso multivariado, com um vetor X de

observacgdes (px1), dada por,

(X-p)@ ' X-p (4.3)

Nesta expressao (4.3) o vetor u (px1) representa o valor esperado do

vetor X e a matriz £ (pxp) representa a sua covariancia. Entao, (4.3) representa a

distancia generalizada de X para p.

Substituindo a expressao (4.3) na funcao de densidade (4.1), a constante

univariada de normalizacdo /2ns° deve ser trocada de modo a fazer com que o
volume sob a superficie da fungdo de densidade multivariada obtida, seja igual a

unidade para qualquer p. Pode-se demonstrar (Anderson, 1984) que esta constante &

(271)_% s , sendo a densidade dada por:

1 ~()(x-w)'s (x-p)
f(X) = —— e =
(275)4 ZA (4.4)
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Propriedades da distribuicao normal multivariada

Seja um vetor X tendo distribuicdo normal multivariada, entao:

1. Combinagdes lineares dos componentes de X ser&o normalmente distribuidos: seja
a combinagdo linear a’X=aXq+aXz+...+ a Xp, entdo, a’X tera distribuigéo

N(a'u, a'Za);

2. Todos os subconjuntos de X tem distribuigdo normal (multivariada). Pelos resultados

da propriedade 1, fazendo alguns aj's iguais a zero, isto se torna evidente;

i) Fazendo a’X=[l 0 --- 0]| ."|=X, a propriedade 2 se torna evidente. Assim,

X

p

Xi~N(a'p=p,, a’2a=0c,,). De uma forma mais geral pode-se afirmar que todo

componente X; tem distribuicdo N(u,, o).

ii) A distribuicdo de varias combinacbes lineares é:

a X, + ... 3, X

Ip“™*p
A L Xi=l .t =N (A AZAY
a X, + .. a X

ql“™1 a“Tp

iii) Todos os subconjuntos de X tem distribuicdo normal (multivariada)
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X X,

X
Tomando-se uma parti¢do: X, { = }:[é} e suas correspondentes particoes
(-0 21

no vetor de média e de covariancia, dadas por:

le z:I2
pM1=[ qu :|:l:i:| e Y= q q q (p-q)
- (P—Q)Hl E,L2 (P*tl)221q (p-q) z22(IH1)

X, ~ Ny (Hl;zll)

Logo,

Prova: Basta fazer ;Ap=[4lq | q0p-g)] € aplicar (ii).

3. Componentes de covariancia zero entre dois subconjuntos de X implica em dizer
que eles sédo independentemente distribuidos. Esta propriedade s6 é valida se X

tiver distribuigdo normal multivariada; e

4. A distribuigdo condicional de componentes de X é normal (multivariada).

X
Dada a particao X, :{q—;} :{%} , logo a distribuicdo condicional de X, /X, =x, é
o2

(p—q)*~'1

normal e tém meédia e covariancia dados por:

He =1y +2,25 (752 _Hz) e X =%, -2,5,%,

4.4. Distribuicao normal bivariada
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Sejam X; e X; duas varidveis com parametros E(X¢)=p, E(X2)=po,

G2

Var(Xq)=c11, Var(Xz)=c22 € p,, = ——— = Corr(X;, Xs).
4/ 0114/ 022
A matriz de covariancia é
s _ |_(511 (512—|
L(521 GzzJ
Cujainversa é,
1 |_ O22 _G1z—|

>t
- A ]
011022 —012L— 021 O

, 2 2
Fazendo o, = P12/0111/O22 5 obtém-se |Z| = 011022~ OC12= G11022(1- Pr2) €

a distancia generalizada de (4.3) sera:

1
—— X X
611622(1_9122) 1 ’

|: G2 _p12\/0_11\/0_22:| |:X1_”1:|=
_p12\/0—11\/0_22 Gi1 X2 =l

2 2
_ 1 Xi— Wy n X2~y “2p Xi—Wy || Xa— 1,
1_p122 A Ol1 \O2 . A/ O11 A O2
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Desde que, |Z|=c11 022 - (cm)2 = 611 022 (1-p122), pode-se substituir =" e |Z]

em (4.4) para se ter a expressao da densidade normal bivariada, apresentada a seguir.

1
2|5, 0,0-p,)

f(x,,%,) =

(4.6)

ol {x.uj{xzuzlzzp [XIM}[XzHZJ
20-p)l Vou ) (Vou | Jou )l Jou

Se X; e Xz ndo sé&o correlacionadas, p,,=0, a densidade conjunta pode ser
escrita como produto das densidades normais univariadas, ambas com a forma de
(4.1), ou seja, f(xq,x2)= f(x41) f(x2), além do que X; e X; sdo ditas independentes, como
comentado na propriedade numero 3 da secdo 4.3. Duas distribuicbes normais
bivariadas com variéncias iguais sdo mostradas nas Figuras 4.2. e 4.3. A Figura 4.2
mostra o caso em que X4 e X, sé&o independentes (p,,=0) e a Figura 4.3 o caso de
p,=0.8. Observa-se que a presenca de correlagcao faz com que as probabilidades se

concentrem ao longo de uma linha.
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Figura 4.2. Distribuicdo normal bivariada com o41= 632, € p;,=0.

Figura 4.3. Distribuicdo normal bivariada com c41= 62, € p,,=0.8.
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Da analise da expressdo (4.4), relativa a densidade de p-variaveis
normais, fica claro que alguns valores padrées de X fornecem alturas constantes para
as densidades elipsoides. Isto significa que a densidade normal é constante em

superficies cujas distancias quadraticas (X—}LL)'(Z)_I(X—EL) sdo constantes. Esses

padroes sao chamados de contornos ou curvas de nivel.
Contornos={todo X tal que (X—p) '2)(X - 1y =c?} (4.7)

A expressao (4.7) € uma superficie de uma elipséide centrada em p,

cujos eixos possuem direcdo dos autovetores de z" e seus comprimentos sao
proporcionais ao reciproco da raiz quadrada dos seus autovalores. Demonstra-se que

se A e e, sdo os autovalores e autovetores, respectivamente, de X, entdo a elipsoide

(X—L})'(Z)_'(X—HFCZ € centrada em pnoe tem eixos na direcdo de J_rc\/xigi
(i=1, 2, ..., p).

Considerando como ilustracdo a densidade normal bivariada com
G11=022, OS eixos da elipsodide dados por (4.7) séo fornecidos pelos autovalores e

autovetores de X. Portanto para obté-los a equacgéo |2-Al|=0 deve ser resolvida.

611_7\‘ On

2
- G _k:(Gn_x)z_Glz:O
12 1

:(7“_611_612)0'_611_’_012)
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Consequentemente os autovalores sao:
A1=011+C12 € A2=011— 012
Os autovetores séo determinados por:
2 =hig;

Para i=1, tem-se:

[e ] N )|_e.—|
Lezj_(gn o Lezj

|—G|1 G2

:
i~

ou,

ocne +ope=(on+one

one +opne=(o+on)e

Essas equacdes levam ao resultado de que e1=e,, € apds normalizagéo, o

primeiro autovetor é:

1
e = l/ﬁ
~ | a
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De forma similar foi obtido o segundo autovetor, o qual é:

-
%2 _lﬁ

Se a covariancia é positiva, Aq=c11+0c12 € 0 maior autovalor e seu

autovetor associado se posiciona ao longo de uma linha de 45° através do ponto
w=[w, u,|, para qualquer o1, >0. Os eixos sdo fornecidos por +c\/A; ¢ (i=1,2) e

estéo representados na Figura 4.4.

>
CV o, + On
:: C\/ o1 - Op
Ky X

Figura 4.4. Curva de nivel de densidade constante para a distribuicao normal bivariada

COMm 611=022 € G12 > 0.

Anderson (1984) demonstra que a escolha de 02=x§(cx), em que xf,(oc) €o

percentil (100a) superior da distribuigdo de Qui-quadrado com p graus de liberdade,
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leva a contornos que contém (1-a)x100% de probabilidade. Para a distribuicado normal

multivariada (p variada), a elipso6ide dos valores de X satisfazendo,

X-p)'E@)"(X—w <xp (@) (4.8)

tem probabilidade 1-a.
Os contornos contendo 95% e 99% de probabilidade sob a densidade

normal bivariada das Figuras 4.2 e 4.3, estao representados nas Figuras 4.5 e 4.6.

90%

Hy

95%

.

Figura 4.5. Curvas de niveis de 95% e 99% de probabilidade para a distribuicdo normal

bivariada apresentada na Figura 4.2, 11= 062 € p,,=0.
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95%
99%

A

pl X1

Figura 4.6. Curvas de niveis de 95% e 99% de probabilidade para a distribuicdo normal

bivariada apresentada na Figura 4.3, 641= 02, € p4,=0.8.

A densidade (4.4) possui maximo quando X =p. Portanto, u € o ponto de

maxima densidade ou moda, bem como o valor esperado de X, ou média.

4.5. Distribuicido amostralde X e S

Se a pressuposi¢ao de que as linhas de
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X X 77 Xy
X = X.21 X‘zz )(.Zp
n x p

_an Xn2 an_

se constituem numa amostra aleatéria de uma populacdo normal com média p e

covariancia X for verdadeira, entdo este fato é suficiente para completamente definir a

distribuicdo amostral de X e de S. Serad apresentado a seguir estas distribuicdes
amostrais, fazendo-se um paralelo com a distribuicdo amostral univariada que ja é
familiar e bem conhecida.

No caso univariado (p = 1), sabe-se que X possui distribuicdo normal com

média u (média populacional) e variancia

o® Variancia populacional
n tamanho da amostra

O resultado para o caso multivariado (p>2) € similar a este, no sentido que
X possui distribuicdo normal com média p e matriz de covariancia (1/n)z.

Para a variancia amostral, caso univariado, sabe-se que a distribuicdo de
(n—l)Sz/G2 possui distribuicdo de Qui-quadrado com n - 1 graus de liberdade. Para o

caso multivariado, a distribuicdo da matriz de covariancia € chamada de distribuicao de
Wishart, ap6s sua descoberta, com (n — 1) graus de liberdade. Os resultados a seguir

resumem detalhes destas distribuicdes:
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Sendo X,, X,, ..., X, uma amostra aleatoria de tamanho n de uma populagéo normal
p-variada com média p e matriz de covariancia X. Entao,
1. X possui distribuicdo normal com média p e matriz de covariéncia (1/n)X.

2. (n-1)S possui distribuicdo de uma matriz aleatéria de Wishart com n-1 gl.

3. X e S sdo independentes.

Devido a X ndo ser conhecida, a distribuicdo de X n&o pode ser usada
diretamente para se fazer inferéncia sobre . Felizmente, S fornece informacao

independente sobre ¥ e a distribuicdo de S ndo depende de M Isto permite que se

construa estatisticas para fazer inferéncia sobre p, como sera abordado no capitulo 5.

Densidade da distribuicao de Wishart

Seja S uma matriz positiva definida, com n>p, entdo se pode definir,

‘S‘(H—P—Z)/ 2 e—tr(S >1/2

wn—l (S/ z) — p
2p(n—1)/2 np(p—l)/4 (n-1)/2 (1 (n—i) (4.9)
7 [Ir(on-i)

em que, I'(.) representa a fungédo gama.
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Retornando ao caso da distribuicdo das médias amostrais, o resultado

4.1, sintetiza um importante teorema em estatistica.

Resultado 4.1. (teorema do limite central) Sendo X, X,, ..., X, uma amostra aleatéria

de n independentes observacdes de uma populagédo qualquer com média pe matriz de
covariancia %, finita e ndo singular. Entéo,
\/H(X— u) possui distribuicdo aproximadamente normal Ny(0, %) para grandes

amostras. Aqui n deve ser também bem maior do que p (numero de variaveis).

Como ja foi comentado quando n é grande, S converge em probabilidade
para X, consequentemente, a substituicdo de X por S causa efeitos apenas negligiveis
nos calculos de probabilidades. Desta forma, utilizando a expressao (4.8), pode-se

obter o importante resultado, apresentado a seguir.
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Resultado 4.2. (teorema do limite central) Sendo X, X,, ..., X, uma amostra aleatéria

de n independentes observagdes de uma populagédo qualquer com média p e matriz de
covariancia %, finita e ndo singular. Entao,

\/H(X - p:t) possui distribuicdo aproximadamente normal N,(0, X)

n(X - E)‘Z" (X - H) se distribui aproximadamente como 2 para n - p grande.

Para a distribuicdo normal univariada, se p e o sdo conhecidos, as

probabilidades sob a curva para a distribuicéo de X, podem ser obtidos das tabelas da
distribuicdo normal, ou da integral da fungdo apresentada em (4.1) nos intervalos

apropriados, com u=0 e 6=1, sendo

(4.10)

Alternativamente, pode-se obter a aproximacédo de Hasting (1955) citado

por Bock (1975), com erro maximo de 10°®, dada por
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Gsez<0 411
Nz)= 1-Gsez>0 (4.11)
em que,
d(z) é a probabilidade acumulada sob a curva da distribuicdo normal de
-00 a Z,

G=(am +an’ +an’ +an’ +asn’) d(z);

1
1+0,2316418|7’

n

b(z) = (2m) “e

a4=0,319381530
a,=-0,356563782
a3=1,781477937
a;=-1,821255978

as=1,330274429
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4.6. Distribuicoes amostral derivada da distribuicao normal
multivariada

Teoria da Distribuicao das grandes amostras
e distribuicao exata

Na analise dos dados frequentemente sao utilizadas fungdes das
observagbes chamadas estatisticas, as quais servem como estimadores dos
parametros ou como critério para os testes de hipdteses. A importancia de tais
estatisticas muitas vezes depende do conhecimento da (1) distribuicdo assumida para
as observacgdes, (2) do método de amostragem, e (3) da natureza da funcdo das
observagbes. A dois tipos de teoria amostral avaliada para derivar a distribuigao
amostral. A teoria das grandes amostras, a qual fornece a distribuicdo aproximada a
medida que o tamanho amostral cresce indefinidamente, e a teoria das pequenas
amostras ou teoria exata, a qual é valida para qualquer tamanho amostral.

As distribuicbes derivadas assumindo o tamanho amostral
indefinidamente grande s&o chamadas de distribuicbes assintdticas ou “limitante”. A
teoria assintética é especialmente simples, como conseqiéncia do teorema do limite
central que demonstra que muitas estatisticas tém distribuicdo normal como limite. Para
tais estatisticas é necessario somente obter a média e a varidncia para ter a
distribuicdo assintotica.

A distribuicdo amostral sem considerar os argumentos da teoria
assintética, geralmente depende do tamanho da amostra e pode ser ndo-normal para
pequenas amostras, mesmo se a forma limite for normal. Se este for o caso, algum

indicativo de qual tamanho amostral é necessario para uma dada acuracia na teoria
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assintética é extremamente util para trabalhos praticos. Como exemplo, pode citar que
a distribuicdo de F, de razbes de variancias, com v4 graus de liberdade do numerador e
vo do denominador, se aproxima de qui-quadrado dividido por v{ quando v, cresce sem

limite.

2
. Loy

lim F(u,m)=—

V% V)|

Comparando as tabelas de F e qui-quadrado dividido por v4, pode-se
concluir que ao nivel de 0,05, com erro de duas unidades na segunda casas decimal,
quando v, for maior que 40, havera boa concordancia. Semelhantemente, ao nivel de

0,01 a concordancia com a mesma precisdo se da quando o valor de v, excede 100.

Distribuicao da soma de quadrados de n desvios
normais aleatédrios

Seja Z um vetor v x 1 de v observagbes normais N(0,1) padronizadas. A

estatistica

An=Z'Z=7+B+.+7 (4.12)
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€ distribuida como uma variavel qui-quadrado com v graus de liberdade. Foi obtida em
1876 por Helmert e independentemente em 1900 por Karl Pearson. A funcéo de

distribuicdo de qui-quadrado pode ser expressa pela fungdo gamma incompleta.

! t
PO <y v)=—— 1 dt

A funcgéo de distribuicdo (4.13) pode ser aproximada para aplicagcbes em

computadores pela série convergente apresentada a seguir.

e * °° e
I'(U+n+1) (4.14)

PO </ U)—

1 1
quando EX < max(50,13), e caso contrario pela expansao assintética:

v-1 (U—l)(l)—2)
PO <y /v~y XLH ¥ (4.15)

Os valores de I'(a) pode ser obtida pela formula de Stirling:

139 571

1 1
. —a a—]/2
[{a)=(a—D)!=c"a " (2m) {l+12a+2882 518408 248308 (4.16)
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A forma recursiva I'(a+1)=al'(a) e I'(2)=I'(1) pode ser usada quando “a”
for pequeno. Sabe-se que a média da distribuicdo de qui-quadrado, E(x’), é v e que

sua varidncia é 2v. Para v>30, as probabilidades podem ser obtidas usando a

aproximacado normal assintética usando /2’ —+/2v—1 como um desvio normal unitario.

Razio entre independentes y? (F de Fisher)

Sejam % e y, dois %° independentes com v; e v, graus de liberdade,

respectivamente. Entéo,

_ /v

F

possui distribuicdo de uma variavel F com v¢ e v, graus de liberdade. A distribuicdo de
F foi derivada por R.A.Fisher (1924). A funcdo de distribuicdo de F pode ser

aproximada pela série convergente da fungdo beta incompleta:

a . b o
I (a,b):X(l—X) 1+ZB(3+1,1’1+1) Xn+1
’ aB(a,b) n=0B(a+b,n+1) (4.17)

T(a)[(b)

em que, B(a,b)= Fastb)
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Entao,

w L
P(F,u,u)=1-1 (2,2
(F,u,m) x(2,2)

em que, x =
g w+uF

4.7. Verificando a normalidade

A pressuposicdo de que cada vetor de observacéao Xj veio de uma

distribuicdo normal multivariada sera requerida nas técnicas estatisticas que seréo

abordadas nos capitulos subsequentes. Por outro lado, nas situagbes em que a

amostra é grande e as técnicas dependem apenas do comportamento de X, ou

distancias envolvendo X da forma n(X—u) S_'(X—u), a pressuposi¢cdo de

normalidade das observagdes individuais X, € menos crucial. Isto devido a

aproximacéao da distribuicdo normal assint6tica das principais estatisticas. No entanto,
melhor sera a qualidade da inferéncia quanto mais préxima a populagdo parental se
assemelhar da forma da distribuicdo normal multivariada. E imperativo que exista
procedimentos para detectar os caso onde os dados exibam desvios de moderados a

extremos do esperado sob normalidade multivariada.
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Baseado na distribuicdo normal, sabe-se que todas as combinagdes
lineares de variaveis normais sao normais e que contornos da densidade normal sao
elipsdides. Devido as dificuldades de avaliagdo de um teste conjunto em todas as
dimensobes, os testes para checar a normalidade serdao concentrados em uma ou duas
dimensdes. Obviamente se paga um preco por estas simplificacées, como n&o revelar
algumas caracteristicas que s6 podem ser observadas em dimensdes maiores. E
possivel por exemplo, construir uma distribuicdo n&do normal bivariada com marginais
normais. No entanto, muitos tipos de n&o normalidade sao revelados em geral nas
distribuicbes marginais, e para aplicagdes praticas sera suficiente checar a normalidade

em uma ou duas dimensoes.

Verificando a validade da normalidade por meio
da distribuicao marginal

Textos elementares muitas vezes recomendam que a normalidade
univariada seja investigada, examinando o histograma de freqiéncia amostral para
avaliar discrepancias entre as frequéncias observadas e esperadas pelo ajuste da
distribuicdo normal. Usualmente, sugere-se também que as discrepancias sejam
submetidas ao teste de aderéncia de qui-quadrado. Um %’ significativo (P<0,05) é tido
como evidéncia contra a normalidade da populagao.

Apesar deste método ter a virtude da simplicidade de computacgéo e ser
livre do tipo de desvios da normalidade que esteja sendo testado (curtose, assimetria,

etc.), tem a desvantagem, quando aplicados a dados continuos, de depender da
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arbitrariedade da escolha dos intervalos de agrupamento dos dados. Essa escolha

determina a resolug&o do histograma e o numero de termos a ser somado para obter a
estatistica de y*. Uma escolha errada pode levar a resultados ndo consistentes. Se a

escolha dos intervalos for muito estreitas, o histograma pode ser irregular e a acuracia

do y’ pode ser grandemente afetada devido aos pequenos valores esperados. Se os
intervalos sdo largos, desvios de normalidade podem ser obscurecidos tanto no
histograma quanto no teste de y’.

Uma melhor aproximagédo, evitando todas essas dificuldades, ¢é
conseguida fazendo uso de métodos que nao requerem agrupamento de escores.
Felizmente, excelentes procedimentos graficos e computacionais existem para este

proposito.

a) Distribuicao de proporcoes

A distribuicdo normal univariada possui probabilidade de 0,683 para o
intervalo 1, —/o,; w,+4/0,] e probabilidade de 0,954 para o intervalo
[ui—Z G, pi+2\/c_ﬁ] (Figura 4.1). Consequentemente, para grandes amostras de
tamanho n, &€ esperado que a propor¢cao de f’n observacgdes contidas no intervalo
[X» —\/Q; X; +\/s_] seja de cerca de 0,683, e de forma semelhante, espera-se que a
proporgio P, de observages em [Xi-2.s;; Xi+2s;| seja de cerca de

0,954. Usando a aproximac&o normal da distribuicdo de lsi, entdo se
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0,683x 0,317 1,396

n " n

| P, —0,683]>3

0,954 x 0,046 0,628

n ~ Vn

| P,,— 0,954 >3

devem indicar desvios da distribuicdo normal para i-é€sima caracteristica (Johnson &

Wichern, 1988).

b) Processos graficos

Os graficos sdo em geral uteis para avaliar desvios da normalidade. Dois

processos graficos serdo considerados neste capitulo.

i) Q-Q plot

Esses graficos séo obtidos da distribuigdo marginal das observacbes de
cada variavel. Consiste em plotar em um plano cartesiano os percentis amostrais
versus os percentis esperados pelo ajuste de uma distribuigdo normal. Se os pontos
pertencem a uma linha reta, a pressuposi¢cao de normalidade deve ser aceita.

Sejam X1, X, ..., Xn @s n observagbes de uma variavel X. Sejam x), Xp), ...,
X(n) essas observagdes ordenadas crescentemente, ou seja, X(1) € a menor observagao
e X(n € a maior. Quando os xj s&o distintos, exatamente j observa¢des s&o menores ou

iguais a x; (isto é teoricamente verdadeiro quando as observagbes s&o do tipo
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continuo, o que em geral sera assumido). A propor¢cédo amostral j/n é aproximada por (j-
Y2)/n, onde 2 é usado para corre¢ao de descontinuidade.

Os percentis esperados sob normalidade sdo dados por (q)):

. ey (4.18)

Os percentis q; podem ser obtidos, como pode ser visto em (4.18) pela
inversao da funcéo de distribuicdo de probabilidade da normal, em rotinas apropriadas
em computadores ou através de tabelas da distribuicdo normal. (Tabela A.1).

Os percentis q; e X sdo plotados em um sistema cartesiano com qg na
abcissa e x; na ordenada. Desvios da normalidade podem ser observados pela
inspecao deste tipo de grafico, cujos pontos, quando da normalidade devem pertencer
a uma linha reta (de qualquer inclinagdo). O exemplo 4.1, ilustrara os calculos

necessarios para obtencao dos Q-Q plots.

Exemplo 4.1

Seja uma amostra (n=10) obtida de uma populacdo normal N(3; 4) apresentada a

seqguir. Neste caso, a observacéao 4 constitui-se um “outlier”, propositadamente gerado.

{3,74; 2,91; 4,79; 8,65; 2,06; 4,59; 4,02; 0,46; 1,79; 3,30}
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Dessa forma para se obter o Q-Q plot € necessario os seguintes passos:

1) ordenar a amostra: Xg), X(q),

probabilidade acumulada (j-'2)/n.

..., Xmn) € obter os seus valores correspondentes de

j X(j) (-%2)/n qg)
1 0,46 0,05 -1,645
2 1,79 0,15 -1,036
3 2,06 0,25 -0,675
4 2,91 0,35 -0,385
5 3,30 0,45 -0,126
6 3,74 0,55 0,126
7 4,02 0,65 0,385
8 4 59 0,75 0,675
9* 479 0,85 1,036
10 8,65 0,95 1,645

2) calcular os percentis da distribuicdo normal padrao.

_ 12 1 _ % Q(Jl)
1
Ex. Para a observagao 1 tem-se: — — =" == 0,05= )¢
Portanto, q(1) = -1,645, e assim sucessivamente.

3) plotar (qe), X)), (A2, X@), -, (Am), X)) € examinar os resultados
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Figura 4.7. Q-Q plot para os dados do exemplo 4.1, destacando a presenca de um

outlier.

Observa-se que os pontos amostrais se situam praticamente em uma
linha reta imaginaria, com excec¢ao da presenca de um outlier, destacado na Figura 4.6.
O procedimento adequado seria de eliminar esta observacao e refazer a analise para

os dados amostrais remanescentes, o que fica a cargo do leitor.
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Este processo grafico, embora bastante poderoso para se verificar
desvios da normalidade, ndo se constitui num teste formal deste propoésito. Para
contornar esta limitagdo, Johnson & Wichern (1988) apresentam um teste
complementar a este processo grafico, o qual mede o ajuste dos pontos do Q-Q Plot a
linha reta imaginaria, através de uma medida de um coeficiente de correlagdo,

apresentado a seguir.

i(XU') _;‘)(q(j) _El)

F

\/i (X(j) S )2 \/i (q(j) _a )2 (4.19)

Al Al

I'Q =

Um poderoso teste de normalidade pode ser construido, baseado neste
coeficiente de correlagédo (4.19). Formalmente, rejeita-se a hip6tese de normalidade se
o valor calculado for menor que os valores criticos para um determinado nivel de

significancia (Tabela 4.1).

Tabela 4.1. Valores criticos para o teste para normalidade baseado no coeficiente de

correlagédo Q-Q plot.

Tamanho amostral Nivel de significancia (o)

n 0,01 0,05 0,10

5 0,8299 0,8788 0,9032
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10 0,8801 0,9198 0,9351
15 0,9126 0,9389 0,9503
20 0,9269 0,9508 0,9604
25 0,9410 0,9591 0,9665
30 0,9479 0,9652 0,9715
40 0,9599 0,9726 0,9771
50 0,9671 0,9768 0,9809
60 0,9720 0,9801 0,9836
75 0,9771 0,9838 0,9866
100 0,9822 0,9873 0,9895
150 0,9879 0,9913 0,9928
200 0,9905 0,9931 0,9942
300 0,9935 0,9953 0,9960

Fonte: Johnson & Wichern (1998)

Exemplo 4.1 (continuacao)

Calculando a correlagdo amostral, através de (4.19), obteve-se:

. 18,77109 ~
7 J44,15849,/8,798094

0,9523

Como, o valor tabelado ao nivel de 5% de probabilidade (0,918) é inferior
ao valor calculado (0,9523), entdo, ndo existe razdo para duvidar da hipdtese de

normalidade.

if) Grafico das probabilidades acumuladas

Um segundo processo grafico, bastante utilizado, refere-se aos graficos
em que sao plotados as probabilidades amostrais acumuladas versus a probabilidades

acumuladas da distribuigdo normal (Bock, 1975). O algoritmo é:
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1) ordenar a amostra: Xu), Xp), ..., Xn) € obter os seus valores correspondentes de

probabilidade acumulada p; = (j-/2)/n, amostrais.

2) Calcular a média amostral e o desvio padrao viesado

n n (4.20)

3) Obter as probabilidades normais acumuladas utilizando (4.11) ou tabelas da

distribuicdo normal, através de:

Pi=®(z)

4) Plotar P; (abcissa) contra p; (na ordenada)

Exemplo 4.2

Com os dados do exemplo 4.1, o algoritmo apresentado no item (ii) foi executado,

resultando nos seguintes valores:
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j X(j) pj= (j-%)/n Pj
1 0,46 0,05 0,066
2 1,79 0,15 0,189
3 2,06 0,25 0,227
4 2,91 0,35 0,367
5 3,30 0,45 0,436
6 3,74 0,55 0,520
7 4,02 0,65 0,575
8 4,59 0,75 0,677
9 4,79 0,85 0,709
10 8,65 0,95 0,992
Na Figura 4.8 estdo plotados os pontos P; (abcissa) contra p; (na
ordenada).
1.0F
|
0.8F
]
0.6F
Pj
0.4F
0.2
|
0.0 ' '
0.0 0.2 0.8

Figura 4.8. Grafico normal acumulado da amostra simulada no exemplo 4.1.



140

Se a populagédo for normal, os pontos tendem a cair em uma linha definida
pela reta P=p;. Uma vez que o grafico apresenta efeitos cumulativos, os pontos n&o
sao independentes e ainda pode-se afirmar que sucessivos pontos nao tenderéo a se
situar aleatoriamente em ambos os lados da linha. Em outras palavras, um grupo de
pontos sucessivos podera estar de um lado da reta ou de outro, sem ser um indicativo
de desvio da normalidade. Alguma familiaridade com este tipo de grafico, indicaréo a
forma da distribuicdo e os desvios da normalidade que possam ocorrer.

De maneira geral, as situagbes mais comuns devem se enquadrar nos
seguintes tipos de graficos. Distribuicbes assimétricas a esquerda tenderdo a ter seus
pontos de extremos no lado superior da reta, e os pontos intermediarios no lado inferior
da mesma. Para distribuicbes assimétricas a direita, o oposto deve ocorrer, ou seja,
pontos extremos no lado inferior da reta e pontos intermediarios no lado superior.

Os achatamentos da distribuicdo, conhecidos por curtose, também podem
ser detectados. Nas distribuicdes leptocurticas, os pontos de menor densidade
acumulada se concentram no lado inferior da reta, vindo a cruza-la no centro. Os
pontos de maior densidade, se concentram no lado superior da reta, a partir do centro.
Nas distribuicées platicurticas, o oposto se da, ou seja, pontos de menor densidade
acumulada se concentram no lado superior, e os pontos de maior densidade no lado
inferior da reta, vindo a cruza-la no centro. Distribuicbes bimodais possuem graficos

que representam os casos extremos da distribuigdo platicurtica.
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c) Uso dos momentos

Os momentos nao centrados para a média, podem ser calculados a partir
dos dados amostrais, fazendo 1/n como densidade para cada ponto amostral. Desta

forma, pode-se definir, o r-ésimo momento amostral ndo centrado para média por:

m, =—2x; (4.21)

Pode-se entéo, definir a média amostral, e o segundo, terceiro e quarto

momentos centrados na média, em fungdo dos momentos nao centrados por:

Média: l:ll =0 (4.22)
Variancia: 1, =M, —m; (4.23)
Assimetria [, =M, —3m,m, +2m; (4.24)
Curtose rl4 =IY14 —4ﬁ’J11 IY13 +6IY112IY12 —3&? (4.25)

Os valores amostrais de o coeficiente de assimetria e curtose s3o,

respectivamente:
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_ M
\/E_ i, \/E (4.26)

— ~2 (4.27)

Os coeficientes de assimetria populacional, para a distribuicdo normal, é
B1=0 e o coeficiente de curtose € B,=3. Se 4<0, entdo, a distribuicdo é assimétrica a
esquerda, caso contrario, 31>0, a distribuicdo & assimétrica a direita. Distribuicdes com
B2<3 séo platicurticas (menos pontudas com caudas mais baixas do que a normal), e
aquelas com B,>3 séo leptocurticas (mais pontudas e com caudas mais altas do que a

normal).

Exemplo 4.3

Utilizando os dados do exemplo 4.1 calcular os momentos e os coeficientes de

assimetria e curtose amostrais.

X X x> x*
0,46 0,2116 0,0973 0,0448
1,79 3,2041 5,7353 10,2663
2,06 4,2436 8,7418 18,0081
2,91 8,4681 24,6422 71,7087

3,30 10,8900 35,9370 118,5921
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3,74 13,9876 52,3136 195,6530

4,02 16,1604 64,9648 261,1585

4,59 21,0681 96,7026 443,8648

4,79 22,9441 109,9022 526,4317

8,65 74,8225 647,2146 5598,4070

36,31 176,0001 1046,2520 7244,1350
Tém-se:

m1=36,31/10=3,631

m,=176,0001/10=17,6000

m3=1046,2520/10=104,6252

m4=7244,135/10=724,4135

3,631

=

1

N2=17,6 - (3,631)°=4,4158

lis=104,6252 - 3 x 3,631 x 17,6 + 2 x (3,631)° = 8,6518

lis=724,4135 - 4 x 3,631 x 104,6252 + 6 x (3,631) x 17,6 - 3 x (3,631)" = 75,6182

Jb, =8,6518/(4,4158 x 4,4158"% ) = 0,9324
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b, = 75,6182/(4,4158) = 3,8780

c.1) Uso do coeficiente de assimetria

Para se avaliar o grau de assimetria da distribuicdo, um teste baseado no

coeficiente de assimetria (4.26), pode ser realizado. Niveis criticos para a estatistica

\/E, podem ser encontrados em Pearson e Hartley (1966) para n>24, e em D’Agostino
e Tietjen (1973) para n variando de 5 a 35. A assimetria sera a esquerda se \/E for
negativo, e a direita se \/E for positivo, significativamente. Em grandes amostras, os

valores criticos de /b, podem ser obtidos com boa aproximag¢ao usando como desvio

da normal padrao a estatistica:

(n+1)(n+3)
6(11—2) (4.28)

z,=4/b,

c.2) Uso do coeficiente de curtose

Valores criticos para o coeficiente de curtose (4.27), podem ser
encontrados em Pearson e Hartley (1966) para n>49 e D’Agostino e Tietjen (1971) para

n variando de 7 a 50. Em grandes amostras, os valores criticos para o teste de
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achatamento da curva, podem ser aproximados usando como desvio normal a seguinte

estatistica:

6 _ |(n+1y (n+3)(n+5)
n+1) 24n(n-2)(n-3) (4.29)

z,=(b, -3+

Valores de b, maiores que 3 indicam que a distribuicdo é mais pontuda
com caldas mais altas do que a normal; valores menores que 3 indicam uma
distribuicdo achatada no centro e com caudas mais baixas do que a distribuicdo

normal.

Exemplo 4.3 (continuagao)

Os valores de z; e z, para o teste de assimetria e curtose foram:
z1=1,609 com P(Z>|z4|)=0,1074
z,=1,886 com P(Z>|z,|)=0,0592
Desta forma, ao nivel de 5% de probabilidade se aceita a hipétese de

simetria e de ndo achatamento da curva, demonstrando ndo se ter desvio da

normalidade.
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Verificando a normalidade por meio
da distribuicao bivariada

Em geral se deseja verificar a normalidade para dimensdes superiores a
1, ou seja, para a distribuicdo p-variada, p>2. Como ja comentado anteriormente, é
suficiente para propositos praticos, avaliar apenas as distribuicdes univariadas e
bivariadas. O caso bivariado sera enfocado nesta secéo.

Pelo resultado 4.2, dado vetor X com distribuicdo normal bivariada,

tem-se que,

X-R'Z (%X —p <p1-0)

Através deste resultado, pode-se entédo, generalizar o processo grafico
conhecido como Q-Q plot. Dada uma amostra bivariada com n observagdes, o
algoritmo seguinte pode ser usado para generalizar o processo grafico mencionado. E
importante salientar que este processo nao é limitado apenas ao espaco bidimensional.
O algoritmo sera apresentado, utilizando os dados do exemplo 1.1, com
X1 representando a quantidade de reais pela venda de ragao, e X, sendo o numero de

sacos de racgdes vendidos, por n=4 firmas de Minas Gerais.

Exemplo 4.4

1) Calcular a distdncia quadrada generalizada amostral d; de cada observagdo em

relacdo a média amostral, dada por:
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d7 =(x;,-%)'S7(x;,=%) j=1.2, .

Os valores da média e da matriz de covaridncia amostrais foram

apresentados no exemplo 1.2, e s&o:

— 100 333,333 20,000
X = e S=
~ 9 20,000 6,667

A matriz inversa de S é:

L [ 00037 -0,0110
1-0,0110 01829

A distancia generalizada para primeira observacgéao é:

0,0037 —0,0110[80-100
d, =[80-100 10-9

=2,0853
-0,0110  0,1829| 10-9 }

E assim sucessivamente, para as demais observacgdes:
d,=1,7926
ds;=1,3536

d;=0,7683
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2) ordenar as distancias quadraticas amostrais do menor para o maior dfl)sdfz)s...sdfn).
3) Obter os valores correspondentes, percentis, de probabilidade acumulada

q(j)=xf,((j-1/z)/n), da distribuicdo de qui-quadrado. Estes percentis dependem da inversa

da funcado de distribuicdo de qui-quadrado, e podem ser obtidos em varios softwares

estatisticos.

J d(zj) (J-%)/n 2 [0)

1 0,7683 0,125 0,2671
2 1,3536 0,375 0,9400
3 1,7926 0,625 2,2479
4 2,0853 0,875 4,1589

4) Plotar (dfj); q(j)) € examinar os resultados
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q(j)

Figura 4.9. Q-Q plot para os dados do exemplo 1.1, destacando a possibilidade de
utilizacdo deste processo para os casos de dimensdes superiores ou iguais

az2.

Pela Figura 4.9, verifica-se que néo existem razdées para duvidar de que a
distribuicdo do numero de sacos de racgbdes vendidos e o montante de dinheiro
arrecadado pelas firmas de racées em Minas Gerais, ndo seja normal bivariada, apesar

do pequeno tamanho de amostras.

Verificando a normalidade multivariada por meio
da curtose e assimetria de Mardia
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Os coeficientes de assimetria e curtose de uma distribuigdo multivariada

qualquer sao definidos por:

)}3 (4.30)

)}2 (4.31)

Essas esperancgas para a distribuicdo normal multivariada s&o:
Bl,p =0e Bz,p =p(p+2)

Para uma amostra de tamanho n, os estimadores de B, e B, s&o:

A 1 n n 3

Blp n_ZEEgU

B, =Yg =~}
Zp e
em que,
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Os estimadores f?,l , (quadrado do coeficiente de assimetria quando p=1) e
f;zp (igual ao coeficiente de curtose univariado quando p=1) sdo ndo-negativos. Sob
distribuicdo normal multivariada espera-se que a E(f;lp) seja préxima de zero. O

estimador f;zp € muitas vezes usado para avaliar observacbées que estdo a grandes

distancias da média amostral.

Mardia (1970) mostra que para grandes amostras,

segue a distribuicdo de y’ com p(p+1)(p+2)/6 graus de liberdade, e

iﬁz,p ~p(p+2) |
[8p(p T 2)}”2

n

segue a distribuicdo normal padrédo. Para pequenos valores de n, as tabelas de valores
criticos para testar a hipétese multivariada de normalidade s&o fornecidas por Mardia

(1974).

Exemplo 4.5

Usando o exemplo das ragdes testar a normalidade multivariada pelo teste dos desvios

de assimetria e curtose. Os valores amostrais sdo:

Obs Reais Vendas
1 80 10
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2 120 12
3 90 6
4 110 8

As estatisticas amostrais sao:
— [100 250 15 By 0,004878 —0,014634 B 1 5 —15
X = S = S = ousS =——
- 9 ! 15 5 " —0,014634  0,243902 " 1025|-15 250
Os desvios de cada observacédo da média amostral (g, ):

1.6=[20 1] 2.&=[20 3] 3.¢=[-10 3] 4. ¢=[10 1]

i) Teste baseado no coeficiente de assimetria
E necessario calcular os valores de gj para todos os pares de i e j, obtidos

da seguinte forma:

-20
Parai=1ej=1, g, =[-20 1]3;1[ | }=2,7805

L 4[20
Para i=1 e j=2, g, =[-20 1]S| " (=-0,6341

Para as demais combinacbes, tém-se: g13=-0,4878, g14=-1,6585,
g2 2=2,3902, g2 3=-1 ,8537, g2 4=0,0976, J3 3=1 ,8049, J3 4=0,5366 € 04 4=1 ,0244.

Logo,
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. (2.7805" +2(-0,6341)" +---+1,0244)
Bi,= T =1,2766

entao,

A

B,  4x1,2766
kl = 2 =
6

=0,8511

Como ki ~ x* com p(p+1)(p+2)/6=4 graus de liberdade, e sabendo que

X§05.4 =9,488, entdo Hy ndo deve ser falseada, ou seja, ndo existe razbes para

suspeitar da violagao da simetria da distribuicdo multivariada.

ii) Teste baseado no coeficiente de curtose
Inicialmente, estima-se o coeficiente de curtose da seguinte forma:

B, = 13 = %(2,78052 +2,3902° +1,8049% +1,0244% )= % — 4,4378
? ni=l

e em seguida, estima-se o valor estimado da normal (0, 1):

(o HATB=22x2)  =35621_ 4o

’ (8x2x4j% 4

4

Nao existem razdes para duvidar de que a distribuicdo multivariada tenha

algum desvio de curtose, uma vez que |k,|<z, . =196.

iii) Programa SAS para o teste de normalidade
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A seguir sao apresentados um programa SAS usando o Proc Calis para o

teste da curtose e um programa em IML, para ambos parametros. O programa fornece

as estatisticas amostrais e os valores das significancias exatas.

Data FR; Proc IML;
Input Reais Vendas; use FR;
cards; read next 4 into X; /* lendo n observacoes dentro de X */

80 10 n=nrow(X);p=ncol(X);

120 12 dfchi=p*(p+1)*(p+2)/6; /*definindo GL para B1,p */

90 6 g=i(n) - (1/n)*j(n,n,1); /* criando q=I-1/nJ, auxiliar */
110 8 S=(1/n)*x"*q*x; /* matriz de covariancias viesada */

; S_inv=inv(S); /* inversa de S */

Proc Calis data=FR Kurtosis; print s s_inv;

Title1 j=1 "Uso do Calis para testar a g=q*x*s_inv¥*x'*q;  /* matriz com gij */
normalidade"; print g;

Title2 "pela Curtose de Mardia"; betal=(sum(g#g#g))/(n*n); /*produto elem. a elem. E sua soma/n"2 */
Lineqs beta2=trace(g#g)/n; /* idem com tomada do traco/n */
Reais=el, print betal beta2;

vendas=e2; kl1=n*betal/6; /* definindo k1 e k2, transformacoes de bl,p e b2,p */
std k2=(beta2-p*(p+2))/sqrt(8*p*(p+2)/n);

el=epsl, e2=eps2; pvalskew=1-probchi(k1,dfchi); /* calculo dos p_values respectivos */
Cov pvalkurt=2*(1-probnorm(abs(k2)));

el=epsl, e2=eps2; print k1 pvalskew;

Run; print k2 pvalkurt;

Quit; /* abandonando IML */

Finalmente & apresentado a seguir um programa SAS para orientar os
leitores na simulagdo de dados com distribuigdo normal multivariada com média e
covariancia especificada. O exemplo apresentado gera uma distribuicdo normal

trivariada.

Proc IML;
SIG={8 4 1,

410 3,

1 318}
St=Root(sig);
mu={1, 10, 8};
x=j(100,3,0);
doi=1to 100;

zi=j(3,1,0);

doii=1to 3;

zi[ii]=rannor(0);
end,
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xi=st *zi+mu;
doii=1to 3;
x[1,ii]=xi[ii];
end;
end;
print x;
create dtnorm from x;
append from x;
quit;
proc print data=dtnorm;
run;quit;

4.8. Exercicios

4.8.1. Com os dados do exemplo 4.4, tendo como hipbétese que os mesmos seguem a
distribuicdo normal bivariada, utilize o resultado 4.2, ao nivel de 50%, de que as
distancias generalizadas seguem a distribuicdo qui-quadrado. Utilizando entédo a
distribuicdo de proporgdes, item (a), verifique a normalidade bivariada dos
dados, contando a proporgéo observada (f’i) de distancias que pertencem a

elipse, e comparando com a estatistica abaixo.

05x05 15
n n

|f)i_095|>3

4.8.2. Utilizando os dados deste exemplo (1.1), realize todos os testes univariados,

propostos, neste capitulo, para ambas variaveis.
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4.8.3. Utilizando os dados climaticos, obtidos por Diniz (1996), na fazenda
Cooparaiso-EPAMIG, Jacui, MG, de agosto de 1994 a janeiro de 1995, teste a
pressuposicédo de normalidade tridimensional dos mesmos. Utilize para isso, o
processo grafico apresentado, e o teste do exercicio numero 4.8.1 e o teste

baseado nos desvios de assimetria e curtose de Mardia.

Temperatura Umidade Relativa (%) Precipitagao (mm)
22,7 64,1 7,9
23,7 56,1 1,5
243 54,9 0,0
24,4 58,2 0,0
24,5 62,8 8,7
25,2 70,3 22,5
25,5 75,2 57,0
24,7 81,4 75,7
243 79,3 123,2
24,7 74,6 124,4
249 78,0 148,0

4.8.4. Utilize os dados de uma amostra de 24 cochonilhas, fémeas adultas, de
Quadraspidiotus perniciosus (Comst.), por ramo de pessegueiro, na regiao de
Jacui-MG, e teste a pressuposicdo de normalidade dos dados, utilizando os
procedimentos apresentados univariados na sec¢ao 4.7.

0,8 1,0 0,6 06 0,2 0,8 25 15 0,3 1,7 1,9 25 1,1 50 09 1,7 26 45 1,8

1,0 0,5 0,4 1,8 0,7
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