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Capitulo 1

Introducao

O cidadao comum pensa que a estatistica se resume apenas a apresentar
tabelas de niimeros em colunas esportivas e ou economicas de jornais e revistas, ilustradas
com graficos, pilhas de moedas, etc. ou quando muito associam a estatistica a previsao de
resultados eleitorais. Mas estatistico de hoje nao se limita a compilar tabelas de dados e
os ilustrar graficamente. Pois a partir de 1925, com os trabalhos de Fisher, a estatistica
iniciou-se como método cientifico, entao, o trabalho do estatistico passou a ser o de ajudar
a planejar experimentos, interpretar e analisar os dados experimentais e apresentar os re-
sultados de maneira a facilitar a tomada de decisoes razoaveis. Deste modo, podemos entao
definir estatistica como sendo a ciéncia que se preocupa com a coleta, organizagao, apre-
sentagao, analise e interpretagao de dados. Didaticamente podemos dividir a estatistica
em duas partes a estatistica descritiva e a inferéncia estatistica. A estatistica descritiva
se refere a maneira de apresentar um conjunto de dados em tabelas e graficos, e ao modo
de resumir as informagoes contidas nestes dados a algumas medidas. Ja a inferéncia es-
tatistica baseia-se na teoria das probabilidades para estabelecer conclusoes sobre todo um
grupo (chamado populacdo), quando se observou apenas uma parte (amostra) desta pop-
ulagao. E necessdrio ter em mente que a estatistica é uma ferramenta para o pesquisador,
nas respostas dos “por qués” de seus problemas. E que para ela ser bem usada é necessario
conhecer os seus fundamentos e principios, e acima de tudo que o pesquisador desenvolva

um espirito critico e jamais deixe de pensar. Pois "em ciéncia é facil mentir usando a



estatistica, o dificil é falar a verdade sem usar a estatistica”.



Capitulo 2

Estatistica descritiva

2.1 Organizacao e apresentacao de dados.

As observacoes sao o material basico com que o pesquisador trabalha. Es-
tas observacoes podem ser por exemplo a produtividade de uma planta, a velocidade de
processamento de um computador, a resisténcia a ruptura de determinado cabo, suscetibil-
idade ou nao de um individuo a determinada doenga, cor de uma flor, sexo do primeiro
filho de um casal, opiniao dos alunos quanto a didatica de um professor, etc. Estas ob-
servagoes apresentam uma caracteristica em comum que é a variacao ou variabilidade, ou
seja assumem diferentes valores de individuo para individuo.

Uma caracteristica que pode assumir diferentes valores de individuo para
individuo é denominada variavel. Caso contrario é denominada constante. As variaveis

sao classificadas em:

e QUALITATIVAS: Sao aquelas para as quais uma medi¢ao numérica nao é possivel.

Ex: Cor de flor, sexo, sabor.

e QUANTITATIVAS: Sao aquelas para as quais é possivel se realizar-se uma medicao

numérica, subdivide-se em:

— DISCRETAS: Préprias de dados de contagem, ou seja s6 assumem valores in-

teiros. Ex: nimero de filhos, nimero de acidentes de transito ocorridos num
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certo periodo, etc.

— CONTINUAS: Sao aquelas originarias de medicoes, deste modo, podem assumir
qualquer valor real entre dois extremos. Ex: Peso corporal, altura, resisténcia

a ruptura, volume, etc.

Os dados coletados no campo e trazidos para o laboratério (escritério), na
forma em que se encontram, como os apresentados na Tabela 2.1, sao denominados dados
brutos. Normalmente este tipo de dados tras pouca ou nenhuma informacao ao leitor,
sendo necessario uma elaboracao (organizacao) destes dados, afim de aumentar sua ca-

pacidade de informacao.

Tabela 2.1: Diametro a altura do peito (DAP), em mm de 40 pés de Eucalyptus citriodora

aos 6 anos de idade em Lavras - MG

104 122 129 144 183
108 142 138 151 138
138 106 122 146 115
101 201 161 82 179
163 169 167 137 142
141 120 189 132 111
90 210 132 172 140
154 98 127 87 136

A mais simples organizacao numérica é ordenacao dados em ordem crescente
ou decrescente (ROL). Como pode-se observar na Tabela 2, a simples organizacao dos
dados em um Rol, aumenta muito a capacidade de informagao destes. Pois enquanto a
Tabela 2.1 nos informava apenas que tinhamos 40 pés de Eucalipto, e alguns D.A.P., na
Tabela 2.2, verificamos que o menor diametro observado foi 82 mm e o maior 210 mm, o
que nos fornece uma amplitude total de variacao da ordem de 128 mm.

Amplitude total



11

A = maior valor observado — menor valor observado (2.1)

A = 210mm — 82mm = 128mm

Pode-se observar ainda que alguns diametros como 122 mm, 132 mm 138

mm e 142 mm sao mais comuns.

Tabela 2.2: Tabela 2. Diametro a altura do peito (DAP), em mm de 40 pés de Eucalyptus

citriodora aos 6 anos de idade em Lavras - MG

82 111 132 142 167
87 115 136 142 169
90 120 137 144 172
98 122 138 146 179
101 122 138 151 183
104 127 138 154 189
106 129 140 161 201
108 132 141 163 210

2.1.1 Apresentacao tabular
2.1.1.1 Distribuicoes de freqiiéncias

Apoés esta primeira organizacao dos dados, podemos ainda agrupa-los em
classes de menor tamanho, afim de aumentar sua a capacidade de informagao.

Distribuindo-se os dados observados em classes e contando-se o numero de in-
dividuos contidos em cada classe, obtém-se a freqiiéncia de classe. A disposicao tabular dos
dados agrupados em classes, juntamente com as freqiiéncias correspondentes denomina-se
distribuicao de freqiiéncia.

Para identificar uma classe, deve-se conhecer os valores dos limites inferior

e superior da classe, que delimitam o intervalo de classe. Por exemplo, para o caso dos
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DAP dos eucaliptos, pode-se desejar incluir em uma tunica classe todos os individuos que
possuam DAP entre 120 e 138 mm assim, o intervalo de classe seria de 120 mm a 138 mm.
Neste ponto surge uma duvida fundamental. Individuos que apresentem

DAP exatamente iguais a 120 mm ou a 138 mm pertencem ou nao a esta classe? Deste
modo surge a necessidade de definir a natureza do intervalo de classe, se é aberto ou
fechado. Quando o intervalo de classe é aberto, os limites da classe nao pertencem a ela, e

quando o intervalo é fechado, os limite de classe pertencem a classe em questao. Notacao:

e Intervalos abertos

]128mm - 138mm]|

e Intervalos fechados
[128mm - 138mm]

(128mm - 138mm)

e Intervalos mistos
Sao fechados em um extremo e abertos no outro, como por exemplo:
[128mm - 138mm]|
para este tipo de intervalo pode-se utilizar ainda a seguinte notagao:

128mm F 138mm

Construcao de uma distribuicao de freqiiéncia

Para montar uma distribuicao de freqiiéncia é necesséario que primeiramente
se determine o ntimero de classes (k) em que os dados serdao agrupados. Por questoes de
ordem pratica e estética sugere-se utilizar de 5 a 20 classes. Uma indicagao do niimero de

classes a ser utilizado, em func¢@o do nimero de dados (n) é:

1. n <100
k= /n. (2.2)
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2. n > 100
k = blog(n). (2.3)

3. Critério de SCOTT (1979), baseado na normalidade dos dados:

B An3
"~ 3.49s

k

em que:

A é a amplitude total,
s é o desvio padrao;

n ¢ o namero de observacoes.

Apés determinado o niimero de classes (k) em que os dados serao agrupados,

deve-se entao determinar o intervalo de classe (c ), que é dado pela seguinte expressao:
c=——r (2.5)

em que:
c ¢ amplitude de classe;
A é a amplitude total,
k é o numero de classes.
Conhecida a amplitude de classes, determina-se entao os intervalos de classe.
Os limites inferior e superior das classes devem ser escolhidos de modo que o menor valor

observado esteja localizado no ponto médio da primeira classe, que é dado por:

Ling — Lsup
2

PM = (2.6)

em que:
Liny é o limite inferior da classe;
L,y € o limite superior da classe;

Assim, o limite inferior da primeira classe sera:

Lin 1 = menorvalor — g (2.7)



em classes
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E os demais limites sao obtidos somando-se ¢ ao limite anterior.

A titulo de ilustracao agruparemos os dados referentes ao DAP de eucaliptos

1° Amplitude total (A)
A = maior valor observado - menor valor observado = 210 -82 =128 mm.
2° Determinar o numero de classes (k)
n =40
K =40 = 6,32

, como o nimero de classes é inteiro usaremos 6 classes.

3° Determinar a amplitude de classe (c)

128
CcC = 6——1 = 25, 6mm

4° Determinar o limite inferior da primeira classe (Li)
Ling1 = menorvalor — 5

Ling1 =82 — 28 =69, 2

5° Determinar os intervalos de classe
69,2+ 94,8

94,8 F 120, 4
120,4 + 146, 0
146,0 - 171, 6
171,6 + 197, 2

197,2 F 222, 8
6° Montar a distribuicao de freqiiéncia.

Para montar a distribuicao de freqiiéncia, basta apresentar as classes obtidas

na forma tabular e contar quantos individuos existem em classe.

Apresentando os dados na forma de distribuicao de freqiiéncia, sintetiza-se a

informagao contida nos mesmos, além de facilitar sua visualizacao. Pois pode-se verificar

claramente na Tabela 2.3 que os DAP dos 40 pés de Fucalyptus citriodora em questao estao

concentrados entorno dos valores centrais, decrescendo em direcao aos valores extremos.

A apresentacao dos dados em forma de distribuicao de freqiiéncia facilita ainda o calculo
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Tabela 2.3: Distribuicao de freqiiéncias dos DAP de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6

anos de idade em Lavras - MG.

Classes (mm) Tabulagao Freqiiéncia

69,2F94,8 | 3
94,8 - 120,4  |||IIIll 8
120,4 +146,0  |[|[I[I[I[/1]] 16
146,0 - 171,6  ||[|/| 7
171,6 - 197,2 ||| 4
197,2 2228 || 2
Total 40

de varias medidas estatisticas de interesse, além de permitir a apresentagao grafica dos
mesmos.

Freqiiéncia Absoluta e Freqiiéncia Relativa.

As freqiiencias apresentadas na Tabela 2.3 sao denominadas freqiiéncias ab-
solutas, pois indicam o numero de observagoes pertencentes a cada classe, este tipo de
freqiiéncia apresenta a limitagao de sua interpretagao ser dependente do nimero total de
observagoes. Para solucionar este problema utiliza-se a freqiiéncia relativa, que expressa
a quantidade de observacgoes pertencentes a uma classe, em relacao ao numero total de

observagoes, e ¢ dada por:

F;

F?"i = —
> i Fi

(2.8)

e que,
Fr; é a freqiiencia relativa da i-éssima classe;
F; ¢ a freqiiéncia absoluta da i-éssima classe;

Assim a Tabela 2.3 pode ser apresentada do seguinte modo:
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Tabela 2.4: Distribuicao de freqiiéncias dos DAP de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6

anos de idade em Lavras - MG.

Classes (mm) Freqiiéncia Absoluta Freqiiéncia Relativa Freqiiéncia Relativa (%)

69,2 + 94,8 3 0,075 75

94,8 120, 4 8 0,200 20,0
120,4 + 146, 0 16 0,400 40,0
146,0 + 171, 6 7 0,175 17,5
171,6 + 197, 2 4 0,100 10,0
197,2 + 222, 8 2 0,050 5,0

Total 40 1,000 100,0

2.1.1.2 Distribuigoes de freqiiéncias acumuladas

Muitas vezes pode-se estar interessado nao em saber a quantidade de ob-
servacoes que existe numa determinada classe, mas sim a quantidade de observagoes acima
ou abaixo de um determinado ponto na distribuicao.

Deste modo, a soma das freqiiéncias de todos os valores abaixo do limite
superior de uma determinada classe é definida como freqiiéncia acumulada para baixo
deste ponto, assim como a soma das freqiiéncias de todos os valores acima do limite
inferior de uma classe é denominada freqiiéncia acumulada para cima.

A titulo de ilustragao, estao apresentadas nas Tabelas 2.5 e 2.6, respec-
tivamente, as freqiiéncias acumuladas para cima e para baixo dos DAP dos 40 pés de
Fucalyptus citriodra o em questao.

Aplicagoes das distribuicoes de freqiiéncias acumuladas

Para verificar qual a porcentagem de pés de Fucalyptus citriodra que pos-
suem DAP inferior a 146 mm basta consultar diretamente a Tabela 2.5 e verificar a
freqiiéncia acumulada abaixo deste valor (6,75%), pois o valor 146 mm é um dos lim-
ites de classe apresentados nesta tabela. Mas como proceder para obter as freqiiéncias

acumuladas para valores intermediarios aos apresentados na tabela? Como por exemplo a
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Tabela 2.5: Distribuicao de freqiiéncia acumulada para baixo dos DAP de 40 pés de

Fucalyptus citriodra aos 6 anos de idade em Lavras - MG.

Freqiiéncia Acumulada

Diametro (mm) Absoluta  Relativa

Abaixo de 69,2 0 0,000
Abaixo de 94,8 3 0,075
Abaixo de 120,4 11 0,275
Abaixo de 146,0 27 0,675
Abaixo de 171,6 34 0,850
Abaixo de 197,2 38 0,950
Abaixo de 222,8 40 1,000

freqiiéncia acumulada abaixo de 150 mm?

Para este tipo de calculo, pressupoe-se que os diametros estejam uniforme-
mente distribuidos dentro das classes, e procede-se do seguinte modo:

Freq. acumulada abaixo, da classe imediatamente inferior a 150 (abaixo de
146)= 0,675;

Freq. acumulada abaixo, da classe imediatamente superior a 150 (abaixo de

171,6) = 0,850;

Freq. abaixo de 146,0 mm = 0,675
Freq. abaixo de 171,6 mm = 0,850

Assim,

Freq. entre 146,0 e 171,6 mm =0, 850 — 0,675 = 0,175

de 146,0 a 171,6 mm sao 25,6 mm de 146,0 a 150,0 mm sao 4,0 mm
entao,

para uma diferenca de 25,6 mm existem 0,175 dos DAP;

para uma diferenca de 4,0 mm existirao x dos DAP;

ou seja
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Tabela 2.6: Distribuicao de freqiiéncia acumulada para cima dos DAP de 40 pés de Fuca-

lyptus citriodra aos 6 anos de idade em Lavras - MG.

Freqiiéncia Acumulada

Diametro (mm) Absoluta  Relativa

Acima de 69,2 40 1,000
Acima de 94,8 37 0,925
Acima de 120,4 29 0,725
Acima de 146,0 13 0,325
Acima de 171,6 6 0,150
Acima de 197,2 2 0,050
Acima de 2228 0 0,000

25,6 mm — 0,175
4,0 — X

de onde verifica-se que = = 0, 0273.

Como abaixo de 140,0 mm existem 0,675 dos DAP, e entre 140,0 e 150 mm
existem 00,0273, conclui-se que abaixo de 150 mm existam 0,675 + 0,0273 = 0,7023 dos
DAP.

Obs. Para variaveis qualitativas nao se faz necessario a distribuicao dos
dados em classes pois cada “valor” da variavel ja representa uma classe distinta como
pode ser observado na tabela 7, o mesmo ocorrendo com as varidveis quantitativas discretas
(Exemplo 2).

Exemplo 2.: Realizou-se num grande hospital um estudo referente ao niimero
de vitimas fatais de acidentes de transito, atendidas diariamente, durante um certo mes,
obtendo os seguintes resultados:

021532122303001235100204034021

Dispondo estes dados em um Rol tem-se:

000000000111112222222333334455
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Tabela 2.7: Distribuicao de Freqiiéncias do Nuimero de Funcionéarios da Empresa Tabajara

Classificado Quanto ao Sexo em 1996.

SEXO Fa Fr

MASCULINO 20 0,40
FEMININO 30 0,60
TOTAL 50 1,00

Tabela 2.8: Numero de vitimas fatais de acidentes de transito atendidas diariamente em

um grande hospital, durante um certo mes

Vitimas fatais (X/dia) Numero de dias

0 9
1 5
2 7
3 5
4 2
5 2
Total 30

2.1.2 Apresentacao grafica

As mesmas informagoes fornecidas pelas distribuicoes de freqiiéncias podem
ser obtidas, e mais facilmente visualizadas através de graficos, tais como histogramas,

poligonos de freqiiéncia, ogivas, graficos de setores, pictogramas e outros.

2.1.2.1 Histogramas

Os histogramas sao constituidos por um conjunto de retangulos, com as
bases assentadas sobre um eixo horizontal, tendo o centro da mesma no ponto médio da

classe que representa, e cuja altura é proporcional a freqiiéncia da classe. Se as amplitudes
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de classe forem todas iguais, as alturas serao numericamente iguais as freqiiéncias das
classes. Porém, se os intervalos de classe nao tiverem todos a mesma amplitude, as alturas
dos retangulos deverao ser convenientemente ajustadas, afim de que as areas dos mesmos

sejam proporcionais as freqiiéncias das classes.

Figura 2.1: Diametro a altura do peito de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6 anos de

idade em Lavras-MG.

2.1.2.2 Poligonos de freqiiéncia

Poligono de freqiiéncia é um grafico de andlise no qual as freqiiéncias das
classes sao localizadas sobre perpendiculares levantadas nos ponto médios das classes.
E pode ser obtido pela simples uniao dos pontos médios dos topos dos retangulos de um
histograma. Completa-se o poligono unindo-se as extremidades da linha que une os pontos
representativos das freqiiéncias de classe aos pontos médios das classes imediatamente

anterior e posterior as classes extremas, que tém freqiiéncia nula.

Figura 2.2: Diametro a altura do peito de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6 anos de

idade em Lavras-MG.

Figura 2.3: Diametro a altura do peito de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6 anos de

idade em Lavras-MG.
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2.1.2.3 Grafico de setores (pizza)

O processo de construcao de um grafico de setores é simples pois sabe-se que
setor de circunferéncia formado por um angulo de 360° equivale a 100% da area da cir-
cunferéncia, assim para obter-se o setor cuja area representa uma determinada freqiiéncia,

basta resolver uma regra de trés simples, como a apresentada a seguir:

360° — 100%

o

z° — Fr

Figura 2.4: Diametro a altura do peito de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6 anos de

idade em Lavras-MG.

2.1.2.4 Ogivas

Ogiva é o nome dado a um poligono de freqiiéncias acumuladas, nas quais
as freqiiéncias acumuladas sao localizadas sobre perpendiculares levantadas nos limites
inferiores ou superiores das classes, dependendo se a ogiva representar as freqiiéncias acu-

muladas abaixo ou acima, respectivamente.

Figura 2.5: Diametro a altura do peito de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6 anos de

idade em Lavras-MG.

Histogramas com classes de diferentes tamanhos
Como foi comentado, as areas dos retangulos de um histograma sao propor-

cionais a freqiiéncia da classe que representam. Deste modo, quando as classes apresentam
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Figura 2.6: Diametro a altura do peito de 40 pés de Fucalyptus citriodora aos 6 anos de

idade em Lavras-MG.

diferentes amplitudes , torna-se necessario fazer um ajuste na altura dos retangulos, afim
de que suas areas permanecam fieis ‘a sua freqiiéncia.
Para realizar esta corregao utilizamos como altura dos retangulos a dfr (den-

sidade de freqiiéncia relativa), dada por

Fr

dfr = - (2.9)
em que,
Fr = frequéncia relativa da classe
c = amplitude de classe

Para ilustrar o uso da dfr na construcao de histogramas utilizaremos os

dados da tabela 2.9.

Tabela 2.9: Distribuicao de Freqiiéncias da Areas em ha de 900 Propriedades Rurais em

uma Regiao de MG.

Area Fa Fr

050 500 0,5000
50 = 150 250 0,250
150 =400 250 0,250
Total 1000  1,0000

Caso construissemos um histograma utilizando as F'r obteriamos a figura
2.7. Como pode-se observar,na tabela 2.9 nas classes 50 = 150 e 150 F 400 existem o
mesmo numero de propriedades. Porém ao observar-se a figura 2.7, nota-se que area do

histograma, que deveria representar a % de propriedades com &rea entre 150 F 400 ha,
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¢ 2,5 vezes maior que a area referente a classe 50 - 150. Quando deveriam ser iguais.
Construindo o histograma, tendo como coordenadas do eixo Y as dfr, apresentadas na

tabela 2.10, esta distorcao é corrigida, como pode ser verificado na figura 2.8.

Figura 2.7: Distribuicao do Numero de Propriedades Rurais Segundo suas Areas, Num

Certo Municipio de MG.

Tabela 2.10: Distribuicao de Freqiiéncias do Areas, em ha de 900 Propriedades Rurais em
uma Regiao de MG.

Area Fr c dfr
050 0,500 50 0,0100
50 150 0,250 100 0,0025
150 400 0,250 250 0,0010
Total 1,000

Figura 2.8: Distribuicao de Freqiiéncias do Areas, em ha de 900 Propriedades Rurais em

uma Regiao de MG.

Os histogramas e poligonos de freqiiéncias podem indicar ainda qual é o tipo

de distribuicao que os dados seguem, como pode ser visto a seguir:

Figura 2.9: Distribui¢ao simétrica.
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Figura 2.10: Distribuicao assimétrica a esquerda.

Figura 2.11: Distribuicao assimétrica a direita.

Figura 2.12: Distribuicao em jota.

Figura 2.13: Distribuicao em jota invertido.

Figura 2.14: Distribuicao distribui¢ao bimodal.

Figura 2.15: Distribuicao multimodal.

2.2 Medidas de Posicao e dispersao

2.2.1 Medidas de Posicao

As medidas de posicao ou de tendéncia central constituem uma forma mais
sintética de apresentar os resultados contidos nos dados observados, pois representam um
valor central, em torno do qual os dados se concentram. As medidas de posicao mais

empregadas sao a média, a mediana e a moda.



25
2.2.1.1 Média

E a mais usada das trés medidas de posicao mencionadas, por ser a mais
comum e compreensivel delas, bem como pela relativa simplicidade do seu céalculo, além
de prestar-se bem ao tratamento algébrico.

- Média Aritmética:

A média aritmética ou simplesmente média de um conjunto de n observagcoes,

1, %o, ..., T, € definida como:

D iy Ti

n

T =

(2.10)

Ex.: Dados os pesos ao nascer (kg) de cinco leitoes da raga Large White;
1,350; 1,500; 1,800; 1,800; 1,900.

Temos que o peso médio ao nascer destes leitoes é

1,350 + 1,500 + 1,800 + 1, 800 + 1, 900
7o ) _I_ Y + 75 _I_ Y + ) — 17670kg

8

Interpretacao: O peso médio ao nascer dos cinco leitoes foi de 1,670kg, isto
quer dizer que alguns leitdes pesaram menos de 1,670kg, outros pesaram mais, mas em
média, o peso ao nascer dos leitoes foi 1,670kg. Ou seja 1,670kg é um valor em torno do
qual os pesos ao nascer destes cinco leitoes se concentra.

Se os dados estiverem agrupados na forma de uma distribuicao de freqiiéncia,
lanca-se mao da Hipdtese tabular basica, para o calculo da média.

Hipétese Tabular Basica

“Todas as observagoes contidas numa classe sao consideradas iguais ao ponto
médio da classe.”

Que é realizado através da seguinte expressao:

k
iFa;
7= ZZ 1$Faa foan (2.11)
=1 ? =1

em que,



T = ponto médio da classe i;
Fa; = freqiiéncia absoluta da classe i;

Fr; = freqiiéncia relativa da classe i.
Ex.: Calcular a média dos dados apresentados a seguir:

Tabela 2.11: Durabilidade (horas) de 400 vélvulas ensaiadas na Tabajara Inc.

Duragao (horas) Fa Fr

300 400 14 0,035
400 = 500 46 0,115
500 = 600 58 0,145
600 = 700 76 0,190
700 = 800 68 0,170
800 =900 62 0,155
900 = 1000 48 0,120
1000 1100 22 0,055
1100 = 1200 6 0,015
TOTAL 400 1,000

(350)(14) + (450)(46) + - - - + (1150)(6) _ 286200
144+46+---+6 400

= 715, 5horas

T =
Propriedades da Média
i. A soma dos desvios de um conjunto de dados em relacao a sua média é nula
Ex.: Dados ,1,2,3;
=2

(1-2)+(2-2)+(3-2)=0
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Prova:

Z[ml—j:] = in—nj

i=1 =1

ii. A soma dos quadrados dos desvios de um conjunto de dados em relagdo a uma con-

stante k é minima quando k for a média.

Ex.: Dados 1,2,3, z =2

k  Soma dos quadrados dos desvios

1.0 5,00

1,5 2,75

2,0 2,00

2,5 2,75

3,0 5,00
Prova:
Seja

S=Y [z -0,

i=1

Entao o valor de # que minimiza S é obtido solucionando-se o sistema:

s

%—O

Assim
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22[:&—9] =0

i=1

Zmi—nﬁ =0

i=1

iii. A média de um conjunto de dados acrescidos ou subtraidos em cada elemento de uma

1v.

constante k é igual 4 média original somada ou subtraida desta constante.
Ex.: Dados 1, 2,3 x =2

k=2 novos dados: 3,4, 5 2x=4=24+2=2+Fk
D1 Ti

n

Prova: = =
fazendo z} = (z; £ +k)

tem-se:

— % Z?:l 'I')Lk

i =
n
_ > i (@ £ k)
n
_ i zitnk
a n
— Zi:l i + k
n
¥ = z+k

Multiplicando-se todos os dados por uma constante k, a nova média fica multiplicada

por k.
Ex.: Dados: 1,2, 32 =2

k=3 novos dados: 3, 6, 9 7% =6 = (3)(2) = kx
i1 Ti

n

Prova: z =

fazendo z} = (kx;)
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tem-se:

—% Z?:l x:

Caracteristicas e importancia:

i. E muito influenciada pelos valores extremos da distribuicao;
ii. Localiza-se, em geral, na classe de maior freqiiéncia;
iii. Na sua determinacao sao considerados todos os dados da distribuicao;
iv. A sua precisao estd na razao direta do nimero de observagoes com que é calculada;
v. E tnica para um conjunto de dados.

vi. Nao pode ser calculada para dados agrupados que apresentam classes extremas aber-

tas.
Ex.
Classe Fa
0 a 500 5
mais de 500 6
- Média Ponderada
As vezes associa-se as observacoes x1, xs, ..., T, determinadas ponderacoes
ou pesos wy,Ws,...,w, que dependem da importancia atribuida a cada uma das ob-

servacgoes, neste caso a média é dada por:

D Tw (2.12)
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Ex.: Se o exame final de um curso tem peso 3, e as provas correntes peso 1.
Qual a nota média de um aluno que obteve 85 no exame final e 70,90 nas provas correntes?

Aplicando-se a equagao2.12 tem-se:

_ (3)(8) + (1)(70) + (1)(90) _ 415

T, = = 85 pontos
g 3+1+1 b
- Média Geométrica
A média geométrica de um conjunto de n observacoes, 1, xs, -+ , T,, ¢ dada

pela raiz de ordem n do produto dessas observacoes, ou seja:

jG = \n/ $1X2 R (213)
ou ainda:
In g — - anl (2.14)
nrg— — nr; .
o i=1

A média geométrica é utilizada para representar variaveis assimétricas a
direita, pois, nestes casos, média aritmética, por ser muito influenciada pelos valores ex-
tremos, nao representa bem a variavel. Como exemplos de varidveis, para as quais a média
geométrica ¢ um melhor localizador do que a média aritmética pode sitar-se a distribuicao
de renda da populagao brasileira, a condutividade hidraulica de um solo e o diametro de
torroes de solo.

- Média Harmonica

A média harmonica de um conjunto de n observacgoes, x1,Zs,...,T,, € a
reciproca da média aritmética dos reciprocos das observagoes:

1 n

Ty = - = — (2.15)
%Zi:l xil Zi:l m%

Este tipo de média é utilizado para variaveis que apresentem periodicidade,

ou seja uma variacao harmonica, como por exemplo ondas de radio, variagao de precos de

produtos agricolas no decorrer do ano (safra/entre safra), sinais de TV, etc.
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2.2.1.2 Mediana

Para um conjunto de dados ordenados (Rol) a mediana é o valor que é
precedido e seguido pelo mesmo nimero de dados (observagoes). Isto é 50% dos dados sao
superiores & mediana e 50% sao inferiores.

Célculo da mediana

i. Quando o nimero de dados (n) for impar, a mediana é dada por:

Md:a:<nT+1) (2.16)

Ex.: 0,1,2,3,4=n=5 (impar)

Md = IL’<%) = X3 = 2

ii. Quando o numero de dados for par, a mediana sera dada por:

Tin\ + Tfni2
Ex.: 0,1,2,3=n=4 (par)
(MO NP
Md = ~ — ()2 (3):%:175
iii. Dados agrupados:
n_F,
Md =L, + [2F +1 c, (2.18)
Md

em que,
L; = e o limite inferior da classe mediana;

F, = ¢é a freqiiéncia acumulada das classes anteriores a classe mediana;
Fyq € a freqiiéncia da classe mediana; e

¢ é amplitude da classe mediana.

Ex.: Para os dados da Tabela2.11 (Durabilidade das valvulas) temos:
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n = 400 observacoes. o valor da mediana encontra-se entre a posi¢ao 200 e 201 zz e

Tng2, que pertencem a 5% classe [700 — 800] Aplicando-se a férmula da mediana vem:

Md = LH—F_ “+}c
FMd
19
— 700+ | 2———+]100
]

= 708,82 horas

Interpretacao: A mediana igual a 708,82 horas indica que 50% das vélvulas duram

menos que 708,82 horas e 50% duram mais que 708,82 horas.

Propriedades da Mediana:

1.

11.

iii.

ii.

A soma dos moédulos dos desvios dos dados em relagao a mediana é minima.
n
E |z; — Md| = minimo
i=1
Somando-se ou subtraindo-se uma constante (k) a todas as observagoes, a mediana

fica somada ou subtraida desta constante (k).

*=Xtk=Md =Md=Lk

Multiplicando-se todas as observagdes por uma constante (k), a mediana fica multi-

plicada por esta constante (k).

" =kx = Md" = kMd
Caracteristicas e Importancia:

Pode ser obtida em distribui¢des de freqiiéncias que apresentem classes com limites

indefinidos;

E muito empregada em pesquisas nas quais os valores extremos tém pouca im-

portancia;



33

iii. Nao é influenciada por valores extremos e sim pelo niimero de observagoes;
iv. E mais realista do que a média para representar certas variaveis, como o nivel salarial
de uma empresa.

2.2.1.3 Moda

A moda de um conjunto de dados é o valor que ocorre com maior freqiiéncia,
isto é, o valor mais comum. Para um conjunto de dados a moda pode nao ser tinica, bem

como pode nao existir.

Ex.:

2, 3, 4, 5, 7, 7, 7, 8 9 Mo=T,;

1, 2, 3, 4, 7, 9, 10, 13, 20 nao possui moda;

1, 2, 3, 4, 4, 8 10, 10 13 Mo=4e Mo = 10.

Y ?

Dados Agrupados

Quando os dados estao agrupados, na forma de uma distribuicao de
frequiéncias, a moda é o ponto do eixo x, correspondente a ordenada maxima da dis-
tribuicao. O processo para calculo da moda em dados agrupados é o geométrico, a partir
do histograma de freqiiéncias (Método de Czuber). Este método é baseado na influéncia
que as classes adjacentes exercem sobre a moda, deslocando-a no sentido da classe de

maior frequiiéncia.

Figura 2.16: Esquema para obtencao da moda pelo método de Czuber

No histograma acima, marca-se, na classe modal, os vértices A, B, C e D.
Traca-se as retas AC' e BD. No ponto de interseccio destas retas (E) traca-se uma perpen-
dicular ao eixo das classes, localizando o ponto Mo, valor da moda. O ponto Mo divide

o intervalo da classe modal (c) em duas partes, cujos comprimentos sdo proporcionais a
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A1 e Ay. Sendo A; a diferenca entre a freqiiéncia da classe modal e da classe imediata-
mente anterior,e Ay a diferenca entre as freqiiéncias da classe modal e da imediatamente
posterior.
Por E traca-se a reta FE', paralela ao eixo das classes, obtendo assim, os
segmentos EF e EF', que representam as alturas dos triangulos ABE e CDE.
Sendo Li o limite inferior da classe modal, Ls o limite superior e z a distancia

entre Li e a moda (Mo), verificasse na figura 2.16 que:

Mo=Li+x (2.19)

Sendo os triangulos ABE e CDE semelhantes (pois possuem dois angulos

iguais) tem-se que:

OF _ 4B
EF'  CD
ro_ A
c—x A
JZAQ = CAl—l'Al
Ay
= = 2.2
! A1+A2c (2:20)
Substituindo 2.20 em 2.19 tem-se:
Ay
Mo=L,+ ——— 2.21
o=Lit X6 (2.21)

em que:

L; é o limite inferior da classe modal;

A; é a diferenca entre a freqiiéncia da classe modal e da imediatamente
anterior;

Ay é a diferenca ente a freqiiéncia da classe modal e da imediatamente
anterior;

¢ é a amplitude da classe modal.

Caracteristicas e Importancia
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iii.

11.

35

. Nao ¢é afetada por valores extremos, a nao ser que estes constituam a classe modal;

E uma medida bastante utilizada em Estatistica Economica;

Nao apresenta boas propriedades algébricas; d) Maximiza o niimero de desvios iguais

a zero.
Propriedades da Moda

Somando-se ou subtraindo uma constante a todos os dados, a moda fica somada ou

subtraida da mesma constante.

T =x+ k= Mo =MoLtk

Multiplicando-se todos os dados por uma constante k, a moda fica multiplicada por

esta constante.

¥ =kxr = Mo*=kMo

2.2.1.4 Separatrizes (Quantis)

Quartis

Os quartis separam um conjunto de dados ordenados (Rol) em quatro partes iguais.

Assim:

Q1 é o 1° quartil, deixa 25% dos elementos abaixo dele;

Q2 = 2° quartil, coincide com a mediana, deixa 50% dos elementos abaixo dele;
Q3 = 3° quartil, deixa 75% dos elementos abaixo dele.

Determinacao de )

n_p
&] ¢ (2.22)

Ql :Lin + |:4
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em que:
Lig, € o limite inferior da classe que contém (q;

Fag, é a freqiiéncia acumulada das classes anteriores a classe que contém Q)y;
Fg, ¢ a freqiiéncia da classe que contém @) e

¢ é a amplitude da classe que contém ).

Determinacao de (03

3n_ Fq
Qs = Lig, + {4—@”} c (2.23)

em que:
Lig, é o limite inferior da classe que contém Qs;

Fag, é a freqiiéncia acumulada das classes anteriores a classe que contém Q)s;
Fg, ¢ a freqiiéncia da classe que contém Q)3 e

c € a amplitude da classe que contém ()3.

Decis

Sao valores que dividem uma série de dados ordenados em dez partes iguais. O
i — ésimo decil, (i = 1,2,...,10), de um conjunto de observagoes organizadas na

forma de uma distribuicao de freqiiéncias pode ser obtido por:

(2.24)

em que:
Lip, ¢ o limite inferior da classe que contém D;

Fap, é a freqiiéncia acumulada das classes anteriores a classe que contém D;
Fp, é a freqiiéncia da classe que contém D; e

¢ é a amplitude da classe que contém D;.

Percentis
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Sao valores que dividem uma série de dados ordenados em 100 partes iguais. Dada

uma distribuigao de freqiiéncias, o valor do i — ésimo percentil, (i = 1,2,...,10) é
obtido por:
N Fap
P = Lip, + {M] c (2.25)
Fp,
em que:

Lip, ¢ o limite inferior da classe que contém F;;

Fap, ¢é a freqiiéncia acumulada das classes anteriores a classe que contém F;;
Fp, ¢ a freqiiéncia da classe que contém P, e

¢ é a amplitude da classe que contém P;.

Relacoes empiricas entre média, mediana, moda e as distribuigoes de dados:

Distribuicao Relacao
Simétrica T =Md= Mo
Assimétrica a direita (assimétrica positiva) > Md> Mo

Assimétrica a esquerda (assimétrica negativa) z < Md < Mo

2.2.2 Medidas de disperssao

A utilizacdo de uma medida de posicao para substituir um conjunto de dados é insu-

ficiente para sintetizar a informacao nele contida, como pode ser observado a seguir:

A = 10, 10, 10, 10, 10, 10, 10
B= 18,10, 10, 11, 12, 18
C= 1,2, 10,10, 10, 13, 24

Calculando a média (eq 2.10), mediana (eq 2.16 e moda desses trés conjuntos tem-se:

Ta =2 =T, = 10 unidades
Mdy = Mdg = Md,. = 10 unidades
Moy = Mog = Mo, = 10 unidades



38

Assim, verifica-se que os trés conjuntos (A,B,C) apresentam médias, medianas e modas
iguais a 10unidades, porém observando-os, percebe-se que eles sao bem diferentes entre
si, pois enquanto no conjunto A os dados sao todos iguais, os demais apresentam
uma certa variagao, sendo que esta variagdo é maior no conjunto C. Deste modo,
para sintetizarmos eficientemente a informacao de um conjunto de dados temos que
associar a medida de posi¢ao utilizada, uma medida de dispersao, que vai informar

como estes dados se comportam em torno da medida de posicao em questao.

2.2.2.1 Amplitude Total (A)

A amplitude total é a diferenca entre o maior e o menor valor observado

A= MVO —muvo, (2.26)

em que:
MV O é o maior valor observado, e
muvo é o menor valor observado.

Para os conjuntos A,B e C tem-se:

A4q =10 — 10 = 0 unidades
Ap =18 — 1 = 17 unidades e

Ac =24 — 1 = 23 unidades.

Nota-se, entdao, que a amplitude do conjunto C' é bem maior que nos demais. A
amplitude é uma medida de dispersao facil de ser calculada e é certamente a maneira
mais natural e comumente utilizada para descrever a variabilidade de um conjunto
de dados. Porém sua interpretacao depende do ntimero de observacoes, mas, no seu

calculo nao sao consideradas todas as observacoes, pois s utiliza os valores extremos.
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2.2.2.2 Variancia e desvio padrao

Uma boa medida de dispersao deve basear-se em todos os dados, ser facilmente cal-
culavel e compreensivel, além de prestar-se bem ao tratamento algébrico. Uma medida
com todas estas caracteristicas é obtida considerando-se os desvios de cada observagao

em relagdo a média (chamados erros) :

Para obter um tnico niimero que represente a dispersao dos dados, pensou-se ini-
cialmente em obter-se a média destes desvios, mas deve-se lembrar que a soma dos
desvios de um conjunto de dados em relagao a sua média é nula. Entao, optou-se por
utilizar a soma dos quadrados dos desvios, pois elevando-se cada desvio ao quadrado
elimina-se o sinal negativo, que estava trazendo complicagoes, e dividindo-se a soma
dos quadrados dos desvios pelo nimero de observagoes obtém-se a variancia popula-
cional que é uma medida quantitativa da dispersao de um conjunto de dados entorno
da sua média, além do fato, de esta soma de quadrados de desvios ser minima, como

ja foi visto em propriedades da média.

Viz) =0’ = SQTD = %Z(m — 1) (2.28)

Para os exemplos anteriores tem-se:

(10 — 10)% + (10 — 10)? + - - - + (10 — 10)?

oy = 7 = 0 unidades®
1—10)2+ (8 —10)* +--- + (18 — 10)?

oy = ( )+ J A+l ) = 22 unidades®
1—-10)2 4 (2—-10)*+--- + (24 — 10)?

oy = ( S+ ?7 o ) = 50 unidades®

Obs. Quando estiver trabalhando com amostras, a variancia é dada pela soma dos
quadrados dos desvios dividida por n — 1 (ntimero de observagoes menos um) que é

denominado graus de liberdade. Assim:

o2 @D ! > (xi—x) (2.29)

_n—lzn—l
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Formulas computacionais para o calculo da variancia

[§:x lef] (2.30)

[E:x fle] (2.31)

prova:

SQD = > (z;—1)
= ) (¢7 — 22w, + %)
i=1
= il’? — Qi’il’i‘i‘nij
i=1 i=1
n n n n 2
_ lez _ 221;1 Li sz in [2221 xz]
Zx =, o)

Para dados tabulados o calculo da variancia é realizado por meio das seguintes ex-

pressoes:
1 [ (0, @)
2 _ & 2 =1t 2.32
1 [ (0, @i F)?
?= 2f — el 2.33
oty 3o B 23
em que:

x; ¢ o ponto médio da i-ésima classe, e
F; é a freqiiéncia absoluta da i-ésima classe.

Propriedades da variancia
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i. A variancia de uma constante k é nula

V (k) = 0,k = constante.

prova
Dado que:

r1 =T9 =---=1x, =k =T =k, portanto:

3

V() = (x; — T)

==

@
I
—

(k —k)?

=1

I
< zl=

ii. A variancia de uma soma ou diferenca entre variaveis é a soma das variancias das

variaveis se estas forem independentes.

VIX2Y)=V(X)+V(Y) se X eY forem independentes

Prova: w=x+y

n

1 _
=1
- = (2, —y;) — (X = ¥)]*
N =1
1 L o
= 2 @ —w)? =2 — ) (X = Y) + (X = V)]
i=1
1 & B B B B ) -
- N [} = 2z + v = 20X — Y —y X +4Y) + (X7 = 2XY + YQ}Q

i—1
Ly 2 7 32 2 / 2 > S S 12
— NZ[(xi_2xix+x>+(yi_Qin+Y>_2(xiyi_$iy—in+XY)}
=1

2

LS - X 0 - VP 2 - X))

— V(X) 4 V(Y) = 2000(X, Y)
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para W = X +Y tem-se:V (W) = V(X) + V(Y) + 2cov(X,Y)

iii. Somando-se ou subtraindo-se uma constante k£ a todos os dados a variancia nao

se altera.

Prova:

1 «— - 2
N;inim—ﬁkﬂ
1O \2
NiZI(xl_X)

V(X)

iv. Multiplicando-se todos os dados por uma constante k, a variancia fica multiplicada

por k?

Prova:

Desvio Padrao

1 n
~ > K (af - 23,7 + 1)

E*V(X)
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Um inconveniente da variancia é que ela é expressa em unidades ao quadrado, ou
seja, caso esteja-se trabalhando com o peso corporal de individuos, tomados em kg,
a variancia destes pesos é expressa em kg2 , o que causa algumas dificuldades de
interpretacao. No intuito de resolver este problema trabalha-se com o desvio padrao
que é definido como a raiz quadrada positiva da variancia, o qual é expresso na mesma,

unidade em que os dados foram coletados.

o =Vo? (2.34)

s =Vs? (2.35)

Para o exemplo em questao tem-se:

op = V0 = 0 unidades
op = V22= 4,6 unidades
on = V50 = 7,07 unidades

Propriedades do desvio padrao

i. Somando-se ou subtraindo-se uma constante k a todos os dados o desvio padrao

nao se altera.

X*=X+k=s(X*) = s(X)

ii. Multiplicando-se todos os dados por uma constante k, o desvio padrao fica mul-

tiplicada por k

X" =kX" = s(X") = ks(X)
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2.2.2.3 Coeficiente de variacao

A variancia e o desvio padrao sao medidas de dispersao absolutas, deste modo sé
podem ser utilizadas para comparar a variabilidade de dois ou mais conjuntos de
dados quando estes apresentarem a mesma média, mesmo nimero de observagoes e
estiverem expressos nas mesmas unidades. Entao para comparar qualquer conjunto
de dados quanto a sua variabilidade deve-se lancar mao de uma medida de dispersao
relativa como o coeficiente de variagdo (C'V'), que expressa a variabilidade dos dados

em relagao a sua média.

o
CV = =100 2.36
" (2.36)
Ex.1:
CVy = 2100—0(7
A = 10 = 0%
4,69
CVg = ’1—0100:46,9%
7,07
CVy = ——100="70,7%
10
Ex.2.

Estatistica Temperatura (°C) Precipitacao (mm)

Média 22 800
s ) 100
CV% 22,7 12,5

Os dados acima referem-se a temperatura ambiental e precipitacao de uma certa
regiao. Caso deseje-se saber qual das duas varidveis possui maior dispersao, e para

tanto utilizar-se o desvio padrao (S), concluiria-se erroneamente que a precipitacao é
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mais variavel que a temperatura, além de cometer o disparate de comparar numeri-

camente duas varidveis que estao expressas em unidades diferentes.

2.2.2.4 Erro padrao da média

E uma medida que fornece uma idéia da precisao com que a média foi estimada.

Sg = % (2.37)

2.2.2.5 Momentos, Assimetria e Curtose

Momentos

Se x1, %o, ...,x, sao os n valores assumidos pela varidavel X, define-se a quantidade

I ks Rk WDV ST (2.38)
n n

como o momento de ordem r em relagao a origem. Nota-se que o primeiro momento

em relacao a origem (X!) é a média de X.

O momento de ordem r em relagao a uma origem k, qualquer, é dado por:

M (k) = 2@ k) (2.39)

n

O momento de ordem r em relacdo a média X é dado por:

n

Nota-se que o segundo momento em relagao a média é a variancia.

Para o caso dos dados encotrarem-se agrupados, na forma de uma distribuicao de

freqiiéncias, as expressoes para o calculo dos momentos serao:

’ ?: T; — k TF;'
1=1"1

(2.41)
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em que:
x; € o ponto médio da i-ésima classe, e
F; = freqiiéncia absoluta da i-ésima.
Coeficiente de Assimetria (Cs).

Assimetria é o grau de desvio, ou afastamento da simetria, de uma distribui¢ao. Se a
curva de freqiiéncia (poligono de freqiiéncia suavizado) de uma distribui¢do tem uma
“cauda” mais longa a direita da ordenada maxima do que a esquerda, diz-se que a
distribuicao é assimétrica a direita ou assimétrica positiva. Se o inverso ocorre, diz-se

que ela é assimétrica a esquerda ou negativa.

O coeficiente de assimetria (Cs) é dado por:

M;
(o2)15

Cs= (2.42)

Classificacao das distribuicoes quanto a assimetria:
C's = 0 distribuicao ¢é simétrica perfeita.

C's > 0 a distribuicao é assimétrica a direita.

C's < 0 a distribuicao é assimétrica a esquerda.

Existem ainda o primeiro e segundo coeficientes de assimetria de Pearson dados re-

spectivamente por:

Cs = ——— (2.43)

Cs = (X — Md) (2.44)

S

Tipos de distribui¢oes quanto a assimetria

Figura 2.17: Distribuicao simétrica.

Coeficiente de Curtose.



47

Figura 2.18: Distribuicao assimétrica a esquerda.

Figura 2.19: Distribuicao assimétrica a direita.

Curtose é o grau de achatamento de uma distribuigao, considerado usualmente em
relacao a distribuicao normal. A distribuicao que tem um pico relativamente alto é
chamada leptoctrtica, enquanto a distribuicao que possui o topo achatado é denomi-
nada platicurtica e a distribuicao que nao é muito pontiaguda, nem muito achatada,
como acontece com a distribuicao normal é denominada mesocurtica. O coeficiente

de curtose é dado por:

(2.45)
Tipos de distribuicao quanto a curtose:

Figura 2.20: Distribuicao leptocurtica.

Figura 2.21: Distribui¢ao mesocurtica.

Figura 2.22: Distribuicao platictrtica.

Ex.: Os dados a seguir referem-se ao niimero de partos/dia ocorrido num determinado

hospital durante o més de marco de 1997



X (partos/dia) F (nidmero de dias)

12 1
14 4
16 6
18 10
20 7
22 2
Total 30

a) Obter o primeiro momento em relagao a origem

v S (@)Fy 12141444 4222
b > i1 Fi N 30

= 17,6

b) segundo, terceiro e quarto momentos em relagao a média
Mé()?) _ Z?:l('xi — X)QE
2im Fi

(12— 17,6)%1 + (14 — 17,6)%4 + - - - + (22 — 17,6)?

=5,97

30

Sz — X)F,

My(X) = =5
’ D im b
(12 —17,6)31 + (14 — 17,6)34 + - - - + (22 — 17,6)32
- 30
_ " (z; — X)AF,
Mi(X — Zl:l(wz ) 2

22;1 F;

(12— 17,6)*1 + (14 — 17,6)%4 + - - + (22 — 17,6)%2

30

c¢) Obter os coeficientes de assimetria e curtose

M —3,96
Cs=——3-=—"—-=-0,27
§ (02)15 ~ 59715 ;
M, 89,22
Ck=———-=_""=250

(02)2 5,972

= -3,96

= 89,22

48



Capitulo 3

Probabilidades

3.1 Processo aleatorio:

Qualquer fenomeno que gere resultado incerto ou casual.

Ex.:

e Jogar uma moeda e observar a sua face superior;
e Sexo do primeiro filho de um casal;
e Numero de chips defeituosos encontrados num lote de 100 chips;

e Peso de uma pessoa.

Caracteristicas de um processo (experimento) aleatério

e Cada experimento pode ser repetido indefinidamente sob as mesmas condigoes;

e Nao se conhece a priori o resultado do experimento, mas pode-se descrever todos

os possiveis resultados;

e Quando o experimento for repetido um grande nimero de vezes, surgird uma
regularidade do resultado, isto ¢, haverd uma estabilidade da fracao = (freqiiéncia

relativa) da ocorréncia de um particular resultado.

49
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Figura 3.1: Freqiiéncia relativa de sucessos em func¢ao do nimero de repetigoes (r) para

um experimento com p = 0,5

3.2 Espaco amostral e Eventos

O conjunto formado por todos os possiveis resultados de um processo aleatério é

denomiado espago amostral (£2).

Ex1.: Processo aleatério: Conformacao dos dos filhos de um casal com trés filhos

quanto ao sexo,
Q=MMM MMF MFM,FMM, MFF,FMF, FFM, FFF,

em que , F' = sexo feminino e M = sexo masculino.

Ex2.: Processo aleatdrio: Verificar a idade de uma pessoa,
AQ=2xcR:0<2 <120
Ex3.: Processo aleatério: Verificar a cor das flores de uma planta fe feijoeiro,
Q = {branca, roxa,amarela}.

Qualquer sub-conjunto do espaco amostral (€2 ) é denominado evento. Como exemplo

tem-se:

E;: Trés filhos do sexo feminino Ey = {FFF}.
E,: Dois filhos do sexo feminino Ey = {FFFM, FMF, MFF}.

E3: Uma pessoa ter entre 20 e 25 anos F3 = {20 < x < 25}.

Eventos especiais:
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Evento certo E4 = €);

Evento impossivel ou vazio E5 = ¢.

Eventos mutuamente exclusivos.

Dois eventos, A e B, sao mutuamente exclusivos se eles nao puderem ocorrer simul-

taneamente.
Ex.: A = primeiro filho ser do sexo feminino.

B = primeiro filho ser do sexo masculino.

3.3 Probabilidade

A chamada definicao classica de probabilidade é: Dado um conjunto de N eventos
equiprovaveis, a probabilidade de ocorréncia de um determinado evento A, é dada

pela razao:

em que:
n € o numero de eventos de interesse, e

N o numero total de eventos.

Exemplos:
P(E)) =$=0,125
P(E))=3=0,375

Deste modo, a probabilidade pode ser vista como uma medida da possibilidade de
ocorréncia de um particular evento. Um problema da definicao classica de proba-
bilidade reside no fato de em sua definicao lancar-se mao do conceito de eventos

equiprovaveis, e portanto da expressao a qual deseja-se definir.

Modernamente adota-se uma definicdo axiomatica, dada pelos seguintes axiomas,

atribuidos a Kolmogorov:
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Axiomas de Kolmogorov.

o Al: P(A) > 0;
o A2: P(Q) =1,

e A3: P(AUB) = P(A)+ P(B) se os eventos A e B forem mutuamente exclusivos.

A partir dos axiomas Al, A2 e A3, pode-se enunciar e demonstrar os seguintes teore-

mas, que serao muito tteis no calculo de probabilidades

T1. P(¢) = 0 Prova:

Q= QU

P(Q) = P(QU¢) — A3

P(Q) = P(Q)+ P(¢) « A2
1 = 1+P(¢)

P(g) = 0

T2. P(A°) =1— P(A), A° = Acomplementar. Prova:

QO = AUA
P(Q) = P(AUA?) — A3
P(Q) = P(A)+ P(A%) — A2

1 = P(A)+ P(A%)
P(A°) = 1— P(A)

T3. P(AUB) = P(A)+P(B)—P(ANB) Prova: Os eventos A e A°UB sao mutuamente
exclusivos.
P(AUB) = P[AU(A°NB)]
= P(A)+ P(A°N B)
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B = (BNA)U(A°NB)
P(B) = P(BNA)+ P(A°NB)
P(A°NB) = P(B)—P(BNA)
Logo, P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)

T4. 0< P(A) <1

3.4 Probabilidade Condicionada

Ex: Seja o processo aleatério de se lancar um dado de seis faces, e observar o valor

numérico da face superior deste.

2=1,2,3,4,5,6
Sejam ainda os seguintes eventos:

Evento A : (face superior par) A =2, 4,6;

Evento B : (face superior maior ou igual a 4) B = 4,5, 6;

Tem-se que: P(A) =3; P(B)=4 e P(ANB) = 3.

Qual a probabilidade de que a face superior do dado seja maior ou igual 4, sabendo-se
que ela é par? Neste caso quer saber-se qual a probabilidade do evento B, sabendo-se
que o evento A ja ocorreu, P(B/A). Se ja sabemos que o evento A ocorreu (que a face
superior é par), isto implica numa redugdo ou restri¢ao no espago amostral €2, que
passa a ser: w* = {2,4,6} e evento em questao, (face superor maior ou igual a 4)

passa a ser: B* = {4,6}. Entdo P(B*) = 2.

P(B/A) = PG = =3
Definicao:
) P(AN B) P(AN B)
P(B/A) = =55 e PIA/B) = —5 (3.1)
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3.5 Independéncia de eventos.

Dois eventos, A e B sao considerados independentes (a ocorréncia de um, nao altera
a probabilidade de ocorréncia do outro) se e somente se:
P(A/B) = P(A) ou P(B/A) = P(B)
Deste modo, se A e B forem independentes tem-se:
P(ANB)

P(B)
P(ANB) = P(A/B)P(B) ..

P(A/B)

P(ANB) = P(A)P(B)

Ex. Considere o quadro a seguir, representativo da distribui¢ao dos alunos matricu-

lados num determinado Instituto de matemética:

Sexo

Curso Masculino Feminino total
Mat. pura 70 40 110
Mat. aplicada 15 15 30
Estatistica 10 20 30
Computacao 20 10 30
Total 115 85 200

Observando-se os dados acima verifica-se que a probabilidade de um aluno aleatoria-

mente escolhido ser:

a. do sexo masculino é

P(M) = 15— 575
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b. do sexo feminino é

P(F) = 2%50 = 0,425

c. do curso de Mat. Pura é

P(P) = 10 — 0 550

200

d. do sexo feminino e fazer Mat. Pura é

P(FNP)= 5% =0,200

e. do curso de Mat. Pura, dado que ¢é do sexo feminino é
_ 40 _
P(P/F) = & = 0,4706 ou

__ P(FNP) _ 0200 __
P(P/F) = PO = 0425 — 0,4706

Como P(P) # P(P/F) conclui-se que os eventos sexo e curso no qual o aluno esta

matriculada nao sao independentes.

3.6 Teorema de Bayes

Ex. Considere 5 urnas exatamente iguais, cada uma com 6 bolas. Duas destas urnas,
(tipo C1) tém 3 bolas brancas, duas outras, (tipo Cs) tém 2 bolas brancas e a iltima,
(tipo C3) tem 6 bolas brancas. Escolhe-se uma urna ao acaso, e retira-se uma bola
desta. Qual a probabilidade de que a urna escolhida seja do tipo Cj3, sabendo-se que

a bola retirada era branca? Esquema:

Figura 3.2: Representacao esquematica das urnas contendo 6 bolas cada

Quer se obter P(C5/B), sabendo-se que:
Da definicao de probabilidade condicionada, tem-se:

P(CsNB _ P(C3)P(B/Cs)

P(Cy/B) = P(B) PB) (1)
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Como o numerador é conhecido, necessita-se conhecer P(B). E como Cy, Cy e Cj
sao eventos mutuamente exclusivos, e reunidos formam o espaco amostral completo,

pode-se decompor o evento B em 3 eventos mutuamente exclusivos:

B=(CinB)U(C:NB)U(C3N B),

entao,

P(B) = P(CinB)+ P(CynB)+ P(C3N B)
= P(C1)P(B/C1) + P(C2)P(B/C2) 4+ P(Cs)P(B/Cs)

g RCIOROL

Substituindo (2) em (1)

P(C3)P(B/Cs) _ 5(1)

P(Cy/B) = =gt = i =

3
8
Generalizando este resultado, tem-se o teorema de Bayes:

 PC)PASCY)
PG = S (@) PIAJTY (3:2)

Ex. Uma companhia produz circuitos integrados em trés fabricas I, IT e III. A fabrica
I produz 40% dos circuitos, enquanto que as fabricas II e III produzem 30% cada.
A probabilidade de que um circuito produzido por estas fabricas nao funcione é de
0,01, 0,04 e 0,03, respectivamente. Pegando-se um circuito, ao acaso, da produgao

conjunta desta companhia, e verificando-se que ele nao funciona, qual a probabilidade
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dele ter sido produzido na fabrica 17

P(I/defeito) = P(I)P(defeito/I)

P(I)P(defeito/I)+ P(II)P(defeito/II)+ P(III)P(defeito/III)
(0,40)(0, 01)

(0,40(0,01) + (0,30)(0,04) + (0, 30)(0, 03)

— 0,16




Capitulo 4

Variaveils aleatorias

4.1 Variaveis Aleatdorias Unidimensionais.

Uma fungao que associa valores reais aos eventos de um espago amostral é definida

como uma variavel aleatéria, que pode ser discreta ou continua.

Ex1. Se um experimento consiste em verificar o nimero de componentes defeituosos,

num sistema formado por trés componentes, a funcao:

X = “numero de componentes defeituosos”, define uma variavel aleatéria discreta,

que pode assumir os valores 0, 1, 2 ou 3.
Ex2. Se um experimento consiste em verificar as alturas de 30 universitarios, a funcao:

Y = “Altura de um universitario”, define uma variavel aleatoria continua, que pode

assumir quaisquer valores entre 130 e 220cm.

4.1.1 Distribuicoes de Probabilidades

Se uma variavel aleatéria X pode assumir os valores x1, o, ..., x, com probabilida-
. . . . n .
des respectivamente iguais a p1,pa, ..., Py, tais que > ", = 1, tem-se definida uma

distribuicao de probabilidade.

o8
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Se a variavel X em questao, for discreta, sua distribuicao é caracterizada por uma
funcao de probabilidade P(X = z), que associa probabilidades nao nulas aos

possiveis valores da variavel aleatéria.

Ex. Para o exemplo do nimero de componentes defeituosos em um sistema composto

por trés componentes tem-se:

X ‘0123‘
Y =100

o=
oolw
oolw
ool

Se, a variavel X for continua, somente havera interesse na probabilidade de que a
variavel assuma valores dentro de determinados intervalos, sendo sua distribuicao de
probabilidades caracterizada por uma fungao densidade probabilidade (f.d.p.),
f(x), a qual devera possuir as seguintes propriedades:

i. f(x) >0,Vx e R.

i [7 f(z)de =1.

Ex. Para o caso as alturas dos universitarios tem-se

que ¢é a distribui¢ao normal.

4.1.2 Funcao Reparticao ou Distribuigao Acumulada F(x)

F(z) = Z P(X =z), (4.1)

para variaveis aleatérias discretas, e

F(x) = /I f(x)dz, (4.2)
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para variaveis aleatérias continuas.
Exemplos:

Seja a seguinte variavel aleatoria continua, definida pela funcao densidade de proba-
bilidade (f.d.p):

f(z) =0parax <0

f(z) =kx para 0 <x <2

f(z) = Opara x > 2

graficamente tem-se:

Figura 4.1: Representacao grifica da fungao F(x) anteriormente definida

a) Obter o valor de k.
Como f(x) é uma fdp tem-se que:
ffooo f(z)dz = 1, portanto:
ffoo Odx + f02 kxdr + [ 0dr =1,
0+Fk [Zade+0=1,
=

b) calcular F(1)
F)=P(X<1)=['_f(
_ f iy =

4.2 Variaveis Aleatdorias Bidimensionais

Para o estudo de variaveis aleatérias, até este ponto, considerou-se que o resultado do
experimento em questao seria registrado como um unico valor z. Todavia, existem

casos em que hé interesse por dois resultados simultaneos, como por exemplo observar
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o peso e altura de uma pessoa, o sexo e peso de um recém-nascido, etc. Para tanto,

faz-se necessario a seguinte definigao:

Sejam E um experimento aleatério, e S o espago amostral associado a . Sejam X e
Y duas varidveis aleatérias. Entao (X,Y") define uma varidvel aleatéria bidimensional,

que pode ser discreta, continua ou mista.

4.2.1 Distribuicao Conjunta de duas variaveis aleatorias

Se (X, YY) é uma varidvel aleatéria bidimensional discreta, sua fungao de probabilidade,
representada por P(X = z;; Y = y;) que associa um valor p(z;,y;) a cada valor do par
(X,Y) deve satisfazer as seguintes condigoes:

Exemplo: Seja o experimento de se langar simultaneamente um dado e uma moeda,

observando o resultado da face superior de ambos. Teremos entao a seguinte fungao

de probabilidade, onde :

X= face superior do dado, e Y= face superior da moeda

X\Y Cara Coroa

1 1
1 12 12
1 1
2 iz iz
1 1
3 3 3
1 1
4 12 12
1 1
5 iz iz
1 1
6 7] 3

Se (X,Y) for uma varidvel aleatéria bidimensional continua, diz-se que f(z,y) é uma

funcao densidade de probabilidade conjunta se:
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i f(z,y) > 0,Y(x,y) € R.

ii. ffooo ffooo f(z,y)dxdy = 1.

4.2.2 Distribuicao Marginal

Dada uma variavel aleatéria bidimensional, e sua distribuicao de probabilidade con-
junta, pode-se obter a distribuicao da varidvel X, sem considerar Y ou vice-versa, que

sao denominadas distribuicoes marginais de X e Y respectivamente.

Distribuicao marginal de X
P(X =) =Y Plxi,y;), (4.3)

para variaveis aleatérias discretas e

para variaveis aleatérias continuas.

Distribuicao marginal de Y
P(Y =y;) = Z P(x,y;), (4.5)

para variaveis aleatérias discretas e

hy) = / f(z,y)dz, (4.6)
—00
para variaveis aleatérias continuas.

Exemplo no exemplo do lancamento simultaneo de um dado e uma moeda teremos:

X= face superior do dado, e Y= face superior da moeda

X= face superior do dado, e Y= face superior da moeda
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X\Y Cara Coroa P(X =ux;)

1 0B §
2 T 8
3 51 §
4 51 §
5 T g
6 BB §
PY =y) 3 3 1

4.2.3 Variaveis Aleatérias Independentes
Seja (X,Y’) uma varidvel aleatéria bidimendional, entao as varidaveis X e Y s@o inde-

pendentes se e somente se

P(x;,y;) = P(z;).P(y;)Viej,

para variaveis aleatérias discretas, ou

flz,y) = g(x).h(y)V i e j,

para variaveis aleatorias continuas

4.2.4 Esperanca Matematica

A esperanga matemética de uma varidvel aleatéria ou valor esperado, F(X), e definida

por:

E(X) :M:Zl’iP(X:l’i)a (4.7)

para variaveis aleatérias discretas, e



BOO == [ af@)ds,

o0
para variaveis aleatérias continuas
Ex1: Para a variavel aleatéria continua definida por:

f(z)=0parax <0

f(x) =5 para 0 <z <2

f(z) = Opara = > 2

tem-se

EX) = /00 xf(z)dx

e}

0 2 .’172 fe’e)
= / de—l—/ —d33+/ Odx
= 0 2 2

4
= — wnidade

Ex2: Para a variavel aleatéria discreta nimero de componentes pifados tem-se:

X ‘0123‘
PX=a2)|L ¢ 2 1[¥=10

E(X) = inP(szi)

1 3 3 .1
= 0= 412 +22 3=
s T RTIRTUR

= 1,5 componentes pifados por sistema.

4.2.4.1 Propriedades da Esperanca Matematica

i. E(k) =k, k = constante;

ii. B(kX)=k.E(X);
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ii. B(X+Y)=E(X)+E(Y);
iv. B(X +k) = E(X) £k

v. E(XY)=FEX)E(Y) se X eY forem independentes.

4.2.5 Variancia de uma variavel aleatoria.

V(X) = E[X — E(X)]* = E[X — p]*. (4.9)

Aplicando-se a definicdo de esperanga matemdtica (eq 4.7 e 4.8 verifica-se que a

variancia pode ser entao definida como:

V(X) = (o~ p)?P(X = 1), (4.10)

V(X) = / " (o — ) f()d, (4.11)

para variaveis aleatérias continuas.

Obs.
V(X) = E[X - E(X)?
= E{X2—2XE(X)+ [E(X)}
— B(X?)—2B(X)E(X) + [E(X))?
= BE(X?) - [B(X)P

B(X?) = fop(x = 1),

no caso discreto, e

B = [ (s,

o0



no caso continuo.

Ex1. Para a variavel aleatéria continua definida por:

f(z)=0parax <0
f(x) =5 para 0 <z <2

f(z) = Opara = > 2

tem-se:

V(X) = E(X?) - [E(X)]?

E(X?) = /ooxzf(:c)dx

_(C;O 2 ZEB [e'e)
= / de—l—/ —d:c—l—/ Odz
—00 0 2 2
= 2 unidade
N? 2
V(X)=2- (§> =9 unidade®

Ex2: Para a variavel aleatoria discreta niimero de componentes pifados tem-se:

3\* 3
V(X)=3- (—) =1 (componentes pifados por sistema)?

66
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4.2.5.1 Propriedades da variancia

i. V(k) =0, k = constante;
i. V(k.X) =KV (X);
ii. V(k+X)=V(X);

iv. V(X2Y)=V(X)£V(Y)se X eY forem independentes;

4.2.6 Covariancia

A covariancia mede o grau de dispersao conjunta de duas variaveis aleatorias.

Cov(X,Y) = E{[X — B(X)][Y — E(Y)]} = B(XY) — E(X)E(Y), (4.12)

com,

E(XY) = ZZ%%P(X =z;)(Y = y),

para variaveis aleatorias discretas, e

E(XY) = / / zy f(xy)dedy,
para variaveis aleatérias continuas.

Obs. Para duas variaveis aleatorias quaisquer tem-se:

V(X 4Y)=V(X)+V(Y)+2Cou(X,Y).

Se X e Y forem independentes, Cov(X,Y) = 0, voltando-se a propriedade iv. das
variancias. Porém o fato de Cox(X,Y) = 0 nao implica que X e Y sejam indepen-

dentes.
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4.3 Distribuicoes de variaveis aleatérias discretas

4.3.1 Distribuicao Uniforme Discreta

Enquadram-se aqui as distribui¢oes em que os possiveis valores da variavel aleatoria
tenham todos a mesma probabilidade de ocorréncia. Logo, se existem n valores

possiveis, cada um tera probabilidade igual a %

Ex. Seja o lancamento de um dado e a variavel aleatéoria X = “face superior do dado”,

tem-se que:
X ‘1 2 3 4 5 6‘
Px=a)|} & 444 4|S=1

ou P(X =2)=1/6

4.3.2 Distribuicao de Bernoulli

Seja um experimento onde s6 podem ocorrer dois possiveis resultados, “sucesso” e
« 9 .
fracasso”, como por exemplo:
e Um jogador de basquete converter ou nao converter um arremesso,
e Um individuo portador de certa doen¢a morrer ou nao,

e Uma pega produzida por uma Cia. Ser perfeita ou defeituosa,

O sexo do primeiro filho de um casal ser masculino ou feminino,

e Um consumidor que entra numa loja comprar ou nao comprar um produto.

Associando-se uma variavel aleatoria X aos possiveis resultados do experimento, de

forma que:

X =1 se o resultado for “sucesso” e

X =0 se o resultado for “fracasso”.
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Entao, a variavel aleatéria X, assim definida tem distribuicao Bernoulli, com p sendo a

probabilidade de ocorrer “sucesso”, e ¢ = (1—p) a probabilidade de ocorrer “fracasso”.
Funcao de probabilidade

A funcao de probabilidade da Distribuicao de Bernoulli é dada por:

g=(1—p) para x =0

0 para outros valores de x.

Parametros caracteristicos

Prova:

E(X) = Y xP(X =u))
= 1p+0(1—P)

V(X) = pgq

Prova:
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4.3.3 Distribuicao Binomial.

E a mais importante das distribuicoes de probabilidades discretas. Sendo que, para
um experimento se enquadrar na distribuicao Binomial, deve-se atender as seguintes

condicoes:

i. Sao realizadas n provas (tentativas) independente;

ii. Cada tentativa é uma prova de Bernoulli (sé podem ocorrer dois possiveis resul-

tados);

iii. A probabilidade p de sucesso em cada prova é constante.

Se um experimento atende a todas as condigoes acima, entao a variavel aleatéria X =
nimero de sucessos obtidos nas n tentativas tera uma distribuicao Binomial, com n

tentativas e p (probabilidade de sucesso). Simbolicamente : X ~ B(n,p)

Funcao de Probabilidade

P(X =z)=Cpp"q"", (4.14)
COo1
O'ff = m!(:ix)!’

p = probabilidade de “sucesso”;

q = 1 — p = probabilidade de “fracasso”
Parametros caracteristicos

E(X)=mnp

V(X) = npq

prova:
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E(X) = ) aP(X =uz)

=0

n! xr NnN—=x
B me!(n—x)!p 1

x=0
= 2”: n! Tqg" *fazendo s =z — 1
2w —1in—ap’ ?

n—1
_ Z”& (s1) n—(s+1)
s!

p q
— 1 — <)!
—~ slln—1-s)!
n—1
= n Z C«E;n_l)p(s—&-l)qn—(s—l—l)
s=0
n—1
= ) Clhyp'd" ™
s=0

Exemplos:

Ex1. Sabendo-se que a probabilidade de um determinado casal gerar um filho com

olhos azuis é de }L, qual a probabilidade de que dentre trés filhos deste casal,

a) Nenhum tenha olhos azuis.

b) Um tenha olhos azuis.

¢) Dois tenham olhos azuis.

)
)
)
d)

Os Trés tenham olhos azuis.

Serao considerados dois métodos para resolucao deste exemplo:

1°Método - pela definicao de probabilidades:



Espaco amostral:

EEE
EFEA
EAFE
AEFE

EAA
AFA
AAE
AAA

72

)

\ Vs

Uma vez que a cor dos olhos de um filho independe da cor dos olhos dos demais (sao
eventos independentes), a probabilidade de cada um dos eventos do espago amostral

é:

P(EEE) =2 P(EAA) = 2
P(EEA) = & P(AEA) =3
P(EAE) =& P(AAE)=3
P(AEE) = & P(AAA) =L

Assim,

a. P(Nenhum com olhos azuis) = PEEFE = %;

b. P(um com olhos azuis) = PIEEAUEAEUAEE) =2+ &+ & =2

c. P(dois com olhos azuis) = P(EAAUAAEUAEA) =2 + 2+ 2 =2,

d. P(trés com olhos azuis) = P(AAA) = 2

64
2° Método - utilizando a fungao de probabilidade binomial:

X ~B(3,3)

a. P(Nenhum com olhos azuis) = P(X = 0) = CY (%1)0 (%)3 = 2T
2

b. P(um com olhos azuis) = P(X =1) = Cj (%l)l (3)" =%,
. P(dois com olhos azuis) = P(X = 2) = C?

(
(
(
P(trés com olhos azuis) = P(X = 3) = C3
Deste modo, verifica-se que a probabilidade total é dada por: C’gpoq?’ + C§p1q2 +

C2p*q' + C3p*¢° que corresponde a expansao do binémio (p + ¢)* dai o nome dis-

tribuicao binomial.
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Ex2. Num determinado processo de fabricacao, 10% das pecas produzidas sao con-
sideradas defeituosas. As pecas sdo acondicionadas em caixas com 5 unidades cada

uma.

a) Qual a probabilidade de haverem exatamente 3 pecas defeituosas numa caixa?
X ~ B(5,0,1)
P(X =3) =C2(0,1)3(0,9)* = 0,0081

b) Qual a probabilidade de haverem duas ou mais pegas defeituosas em uma caixa?
PIX >2)=PX =2)+PX =3)+PX =4)+PX =5 =1-
[P(X =0)+ P(X =1)] =0,0815

¢) Qual a probabilidade de uma caixa nao apresentar nenhuma peca defeituosa?
P(X =0) = C2(0,1)°(0,9)° = 0,5905

d) Supondo que a empresa pague uma multa de R$10,00 por caixa que apresente
pecas defeituosas, qual o valor esperado desta multa em um lote de 1000 caixas?
P(uma caiza ter pega defeituosa) =1 — P(X = 0) = 0,4095.
O numero de caixas com pegas defeituosas em um lote de 1000 caixas segue uma
distribuicao binomial com n = 1000 e p = 0,4095. Assim,
E(Y) = np =1000.0,4095 = 409, 5 caizas. e o valor esperado da multa:
E(Multa) = 10E(Y) = (10)(409,5) = R$4095, 00

4.3.4 Distribuicao de Poison

A distribuicao de Poison é empregada em experimentos nos quais nao se esta in-
teressado no nimero de sucessos obtido em n tentativas, como ocorre no caso da
distribuicao Binomial, mas sim no nimero de sucessos ocorridos durante um intervalo

continuo, que pode ser um intervalo de tempo, espaco, etc. Como por exemplo:

e O nuimero de suicidios ocorridos em uma cidade durante um ano;

e O nuimero de acidentes automobilisticos ocorridos numa rodovia em um mes;
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e O nuimero de defeitos encontrados em um rolo de arame ovalado, de 500m;

Note que nos exemplos acima, nao ha como determinar-se a probabilidade de
ocorréncia de um sucesso, mas sim a freqiiéncia média de sua ocorréncia, como por
exemplo dois suicidios por ano, a qual sera que denominada A. Em um experimento
com estas caracteristicas, e assumindo-se que os sucessos sejam independéntes, a

varidvel aleatoria

X = namero de sucessos em um intervalo,

terd uma distribuicdo Poisson, com parametro A. Simbolicamente : X ~ P()\)

Funcao de Probabilidade

P(X =x)= , (4.15)
com
e = 2,7182 (base dos logaritimos neperianos).

Parametros Caracteristicos

x=0
“Loe AN
= Z‘T I
x=0 X
n -\
e A
= Z — fazendo s=z-1 tem-se:
(x —1)!
x=0
B Z”je—A)\s-i—l
— —
s s!

n

—)\)\s
B AZO - s!




1)

E(X?) = Y 2’P(X =1x)
=0
n A)\x

= >
x=0
Az

— er— fazendo s=z-1 tem-se:
(x —1)!

=0

-
z!

n _
e A)\s—&—l

= Z(s—i—l) s!

=0

= Ai(s%—l)

n f/\)\s n f)\)\s
= A Zoses! +ZOGS!

— AD+1]

67/\)\3
s!

= A4

Exemplo: O Corpo de Bombeiros de uma determinada cidade recebe, em média, 3

chamadas por dia. Qual a probabilidade de receber:

a) 4 chamadas num dia X P(3)

P(X =4) = <2 =0, 1680.

b) Nenhuma chamada em um dia

P(X =0) = <3 = 0,0498.

o
¢) 20 chamadas em uma semana. X = numero de chamadas por dia

Y = nimero de chamadas por semana
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E(X) = A = 3 chamadas por dia — E(Y) = \* = TE(X) = 21 chamadas por

semana

P(Y = 20) = ©52%0 = 0, 0867.

4.3.4.1 Aproximacao da distribuicao Binomial a Poisson.

Pode-se demonstrar que uma distribuicao Binomial, cujo evento de interesse é raro
(p muito pequeno e n muito grande), tende para uma distribuigao de Poisson. Na

prética, a aproximacao ¢ considerada boa quando n > 50 e p < 0, 10.
Aproximagao: Sabe-se que se X ~ B(n,p), E(X) = np, entao A = E(X) =np

Exemplo: A probabilidade de um individuo sofrer uma reacao alérgica, resultante
da injecao de determinado soro é de 0,01. Determinar a probabilidade de entre 200

individuos, submetidos a este soro, nenhum sofrer esta reacao alérgica.

X ~ B(200,0,01) — E(X) = n.p =20020,01 =2 =\

P(X =2) ~ <2 =0,1353,

4.3.5 Distribuicao Geométrica

Suponha-se um experimento, no qual esteja-se interessado apenas na ocorréncia ou
nao de um determinado evento, como por exemplo o sexo do filho de uma determinada
mulher ser feminino. E, assim como na distribuicao binomial, que esse experimento
seja repetido um nimero n de vezes, que em cada repeticao seja independente das
demais e que a probabilidade de sucesso p em cada repeticao seja constante. Suponha-
se que o experimento seja repetido até que ocorra o primeiro sucesso (o sexo do filho

seja feminino).

Entao a variavel aleatéria: X = numero de tentativas até que se obtenha o primeiro
sucesso, seguird uma distribuicdo geométrica, com parametro p (probabilidade de

sucesso) . Simbolicamente X ~ G(p).
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Fungao de Probabilidade

Como o experimento serd repetido até que se obtenha o primeiro sucesso, e con-
siderando que esse ocorra na k-ésima repeticao, deverao ocorrer k — 1 fracassos antes
que o experimento seja encerrado. Assim, a a probabilidade de que a variavel aleatoria

X = numero de repeticoes até se obter o primeiro sucesso é

P(X =) =pg" ", (4.16)
com
p = probabilidade de “sucesso”;
¢ = 1 — p = probabilidade de “fracasso”

Parametros caracteristicos

E(X) = 1
V(X)=5%
Prova:

E(X) = ) aP(X =u)

=1
= > apg” ' =p) xq"!

=1 r=1
= p;d_qq _pd_q;q

d | ¢
_ 1 2 _ %
= p (¢ +q +...) Pdg [—1_61]
_ dq(l—Q)—d(l—Q)q:pl(l—Q)—(—l)q
(1-q)? (1-4q)?

_ o1

(1—-¢? "p°
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Obs: a permuta da derivacao e do somatoério é valida aqui, porque a série converge

quando |¢| < 1.

B(X?) = iﬁP(X:m)
=1
—_ ix2pqx—1:p§:w2qm—l
=1 r=1
= p;d—qq —pdq;q

d(q1+q2+...) d{L]

pd_q :pd_q l—gq
_ % -ag)—dd(l-q)g _ 10 -q)—(-1)g
(1 —q)? (1—q)?

Exemplo:

Um casal com problemas para engravidar, recorreu a uma técnica de inseminagao
artificial no intuito de conseguir o primeiro filho. A eficiéncia da referida técnica é de

0,20 e o custo de cada inseminacao U$2000, 00.

a) Qual a probabilidade de que o casal obtenha éxito na terceira tentativa?
P(X=k) = pg*!
= (0,2)(0,8)
= 0,128
b) Qual o custo esperado deste casal para obter o primeiro filho?

E(X) =

‘ D=
—_

ot o
V)
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Custo esperado = 5 * 2000, 00 = U$10000, 00

4.3.6 Distribuicao Pascal (Binomial Negativa)

Nas mesmas condi¢oes em que foi definida a distribuicao geométrica, e considerando
que o experimento sera repetido até que se obtenha o r-ésimo sucesso, entao a variavel
X = numero de tentativas até se obter o r-ésimo sucesso seguira a distribuicao de

Pascal.
Funcao de Probabilidade:

Para que o r-ésimo sucesso ocorra na k-ésima tentativa, é necessario que ocorra um
sucesso nesta tentativa (repetigao do experimento) e que tenham ocorrido r—1 sucessos
nas k — 1 repeticoes anteriores. Dado que a probabilidade de ocorréncia de sucesso,
numa dada repeticao do experimento é dada por p e a probabilidade de ocorrerem r—1
sucessos em k — 1 repeticoes, e sendo estes dois eventos independentes, a probabilidade

de que o r-ésimo sucesso ocorra na k-ésima repeticao do experimento é dada por:

P(X =Fk) = pcé]:j;pr—lq(k—1>—<r—1>;

= Chypd T k> (4.17)
em que:
p = probabilidade de “sucesso”;

qg = 1 — p = probabilidade de “fracasso”

Parametros caracteristicos

E(X)="
V(X)="1
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De acordo com Meyer (1969) a esperanca e variancia da distribuigdo Pascal podem

ser obtidas do seguinte modo:

Sejam as variaveis:

Z, = numero de repeticoes necessarias até o primeiro sucesso
Z5 = numero de repeticoes necessarias entre o primeiro sucesso

e o segundo, inclusive

Z, = numero de repeti¢oes necessarias entre o (7-1) sucesso e o r-€simo sucesso,

inclusive

E imediato verificar que todas as variaveis Z; sao independentes e possuem distribuicao

geométrica. Assim,

EY) = E(Zi+ 22+ +2,)

= E(Z\)+E(Z)+---+ E(Z,)

1 1 1
= 4+ 4.4
p p

"I

de modo analogo:

VYY) = V(Zi+ 2o+ + Z)
= V(Z)+V(Z) + -+ V(Z,)

qg  q q

= 4 4.4 =
p?  p? p?
rq

p2
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4.3.7 Distribuicao Hipergeométrica

Considere um conjunto de N elementos, r dos quais tém uma determinada carac-
teristica (r < N), e que destes N elementos serao extraidos n elementos sem reposicao
(n < N). A variavel aleatéria X = nimero de elementos com a referida caracteristica,
que estardo entre os n retirados, segue uma distribuicao hipergeométrica, cuja fungao

de probabilidade é derivada diretamente da definicao classica de probabilidade.

Funcao de probabilidade:

C(x n—x
P(X =g) =N (4.18)
Cy
Parametros caracteristicos:
Fazendo  =pe N]\;T = ¢ tem-se:
E(X)=np (4.19)
N —n
V(X)= 4.20
(X) = mpamr— (4.20)

Exemplo:

No fichéario de um hospital, estao arquivados os prontuérios dos de 20 pacientes, que de-
ram entrada no PS apresentando algum problema cardiaco. Destes 5 sofreram infarto.
Retirando-se uma amostra ao acaso de 3 destes prontudrios, qual a probabilidade de

que dois deles sejam de pacientes que sofreram infarto?

C2C% s
0203
C2Cl;
C503
(10)(15)
1140
= 0,1315
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4.3.8 Distribuicao Multinomial

Considere um experimento com as seguintes caracteriticas:

i. Sao realizadas n provas independentes;
ii. Cada prova admite um unico resultado entre r possiveis;

iii. As probabilidades p; de ocorrer um determinado resultado sdo constantes para

todas as repeticoes do experimento.

Associando a este experimento r varidveis aleatérias (X1, Xs, ..., X,) cada uma in-
dicando o nimero de vezes que ocorreu o resultado nas n repeticoes. Entao, a dis-
tribuicao da varidvel multi dimensional (X7, Xs, ..., X,) é chamada distribuigao multi-

nomial.

Funcao de probabilidade

n!
— - . _ A S - Tn
PXi=a;Xo=29;..; X, =2,) = T .xn!pl S (4.21)

Exemplo:

Em um determinado cruzamento entre duas plantas de milho, a probabilidade de se
obter uma planta com genoétipo MM ¢ igual a 0,25, com gendétipo Mm, 0,50 e com
genotipo mm 0,25. De 10 descendentes deste cruzamento, qual a probabilidade de

que se obtenham respectivamente 2, 5 e 3 individuos com genétipos MM, Mm e mm?

10!
P(MM =2;Mm =5mm=3) = m(o, 25)2(0,50)°(0, 25)*

= 0,0769
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4.4 Distribuicoes de variaveis aleatérias continuas

4.4.1 Distribuicao Uniforme

A funcao densidade probabilidade da distribuicao uniforme continua é dada por:

fz) =

ﬁparaagxgb (4.22)
0 para outos valores de x (pov) .

E facil verificar que que a equacao 4.22 e uma funcao densidade probabilidade pois:

/_ Z F(a)dz

Parametros caracteristicos

Prova:

a b
/ de—i-/

0+ L
b—a

1
b—a

1 )
dx—l—/ Odz
b—a b

b
+0

a

T

(b—a)=1

(4.23)

(4.24)

[
[

zf(x)dx

b )
1
dex+/ x dm—l—/ x0dx
a b—a b

2
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B(X?) = /_Oox2f(x)dx

a b 1 [e%s)
= / x20da:+/x2 dw+/ 220dx
o « b—a b
1 23
0+b—a§a+0
b — a
" 3(b—a)

V(X) = B(X?)-[BX)P
- {b+ar

3b—a) | 2
P =a® (b+a)? A0 —d’) —3(b+a)’
~ 3(b—a) 4 12(b — a)
b* —3ab® + 3a*h —a®*  (b—a)?
- 12(b — a) T 12(b—a)
ey
12

4.4.2 Distribuicao Normal

E a mais importante das distribui¢oes de probabilidades continuas, tendo grande
aplicacao em pesquisas cientificas e tecnolégicas. Pois, a maioria das varidvies
continuas de interesse pratico, seguem esta distribuicao, aliado ao fato da facilidade e
boa precisao que é obtida na aproximagcao de outras distribuicoes, como a Binomial,
para esta, e o Teorema do Limite Central (TLC) que é a base das estimativas e testes
de hipéteses, realizados sobre a média de uma populacao qualquer, que garante que a
distribuicao amostral das médias segue uma distribuicao normal, independentemente

da distribuicao da variavel em estudo, como sera visto mais adiante.
Funcao Densidade Probabilidade

A funcao densidade probabilidade normal é dada por:
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(4.25)

em que:
[ e o sao os parametros média e desvio padrao respectivamente,
T e e sao as constantes 3,1415 e 2,7182 respectivamente.

Graéfico.

O grafico da funcao normal é dado por:

Figura 4.2: Distribui¢ao normal.

Propriedades.

i. E simétrica em relacao ao ponto = = y;
ii. Tem forma campanular (sino);

iii. As trés medidas de posicao, média, mediana e moda se confundem no ponto de

méximo da curva (z = p);
iv. Fica perfeitamente definida conhecendo-se a média e o desvio padrao;
v. Tem dois pontos de inflexao em x = u + o;
vi. E assint6tica em relagao ao eixo das abicissas.
Sendo a fungao 4.25 uma fungao densidade de probabilidade (fdp), area compreendida
entre a curva e eixo x é igual a 1, ou seja ffooo f(x)dx = 1.

Portanto, a area sob a curva entre os pontos a e b, em que a j b, dada por ff flz)de =1

representa a probabilidade da varidavel X assumir um valor entre a e b.

Deste modo, ¢ imediato verificar que probabilidade de um ponto qualquer é nula, pois
[ f(x)dx = 0.
Notacao

X ~ N(p,0?)
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4.4.2.1 Distribuicao Normal Reduzida ou Padronizada.

Como pode-se notar, o calculo de probabilidades via distribuicao normal envolve a
solugao de integrais que nao sao nada triviais. Em virtude da grande aplicacao da dis-
tribuicao normal, procurou-se tabelar os valores de probabilidade, que seriam obtidos
por meio da integragao da fungao densidade probabilidade normal num determinado
intervalo. A dificuldade para se processar esse tabelamento se prendeu na infinidade
de valores que i e o poderiam assumir. Nestas condigoes teria que se dispor de uma
tabela para cada uma das infinitas combinagoes de p e o. Procurou-se, por isso,
obter uma nova forma para a distribuicao normal, que nao sofresse a influencia destes
parametros (u e ). O problema foi solucionado mediante o emprego de uma nova
varidvel,z definida por:z = £ | que transforma todas as distribuicdes normais, em
uma distribuicao normal reduzida, ou padronizada, de média zero e desvio padrao
um, z ~ N(0,1). Assim, utilizamos apenas uma tabela para o célculo de probabilida-
des, para qualquer que seja a curva correspondente a uma distribuicao normal. Desta
forma, para um valor de * = p numa distribui¢cao normal qualquer, corresponde o
valor:z = 0, na distribuicao normal reduzida. Para z = pu + o tem-se z = 1, e assim

por diante.

Exemplo:

(a) A duragao de um certo tipo de pneu, em quilometros rodados, é uma varidvel

normal com duracao média 60000 K m e desvio padrao 10000 Km.

a) Qual a probabilidade de um pneu aleatoriamente escolhido durar mais de
75000Km?
Sabe-se que X ~ N(60000; 10000%) e deseja-se obter: P(X > 75000) =?

Figura 4.3:
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Utilizando-se a transformacao:

tem-se:

75000—60000 __ 15000 __ 1.5
10000 10000 T T

que o valor x = 75000 equivale a z =
portanto,

P(X > 75000) = P(z > 1,5) = 0,5 —0,4332 = 0, 0668

Qual a probabilidade de um pneu aleatoriamente escolhido durar entre

50000km e 70000km? P(50000 < X < 70000) =7

Figura 4.4:

P(50000 < X <70000) = P(—1<2<1)=0,3413+0,3413 = 0,6826
Qual a probabilidade de um pneu aleatoriamente escolhido durar entre

63000km e 7T0000km?

Figura 4.5:

P(63000 > X > 70000) = P(0,30 > z > 1) =0,3413 4+ 0,1179 = 0, 2234
Qual a probabilidade de um pneu aleatoriamente escolhido durar exatamente
70000km?

P(X =70000) = P(z=0)=0

O fabricante deseja fixar prazo de garantia, em quilometros, de tal modo
que, se a duracao do pneu for inferior a garantia, o pneu seja trocado. De
quantos quilometros deve ser este prazo, para que somente 1% dos pneus
sejam trocados?

x:P(X <x)=0,01

z:P(Z<2)=0,01 =-2,33

_ T __ x—60000 _
z = TM = —2,33 = 10000 = x = 36700km
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Figura 4.6:

4.4.3 Distribuicao Exponencial

Em um processo de Poison, com parametro A (isto é, tal que o ntiimero de sucessos
em um determinado intervalo t segue uma distribuigao de Poison com média p = At),
como por exemplo contar o niimero de carros que passam por um determinado ponto
de uma estrada, num certo periodo de tempo. A distribuicao da varidavel T, que
representa o intervalo decorrido entre dois sucessos consecutivos, é conhecida como

Distribuicao Exponencial. Cuja funcao densidade probabilidade ¢ dada por:

ft)y=Xxe ™ t>0 (4.26)

Figura 4.7: Distribuicao exponencial.

Prova:

Por definicao a varidavel T' representa o tempo decorrido entre dois sucessos em um
processo de Poison. Entao para que T' seja maior que um ¢ qualquer é preciso que o

préximo sucesso demore mais do que ¢ para ocorrer. Assim,

P(t > t) = P(0 sucessos em t) = e

a funcao particao no ponto t sera:

Ft)=P(T<t)=1—-e-M\
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Derivando-se a funcao particao em relacao a t, obtém-se a fungao densidade probabi-

lidade:

fit)y=—2% = XeMparat>0

= Oparat<0

Parametros caracteristicos:

Média:
1
E(t)=— (4.27)
A
Variancia
1
V(t):ﬁ (4.28)
Prova:
E(t) = / tf(t)dt = / the Mdt
—00 0
1
D)
Exemplo:

Certo tipo de fusivel tem duracao de vida que segue uma distribui¢ao exponencial com
vida média de 100 horas. Cada fusivel tem um custo de R$10,00, e se durar menos
de 200 horas, existe um custo adicional de R$8,00. a) Qual a probabilidade de um
fusivel, aleatoriamente escolhido, dura mais de 150 horas?

1=7 Média :m(t)=

b) Qual o custo esperado dos fusiveis custo=

P(T { 200) = 1 - E(custo) = 10.0,1353 + 18.0,8647 = R$ 16,92
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4.4.4 Distribuicao Qui-Quadrado

A distribuigao de x? (lé-se qui-quadrado) é um caso particular da distribuicao gama,
sendo muito empregada em estatistica nao paramétrica, uma vez que a estatistica x?,
utilizada para verificagao od ajuste de modelos probabilisticos tedricos a um conjunto

de dados observados segue tal distribuicao.

A funcao densidade de probabilidade é dada por:

f(x) = a2 Ve (3) (4.29)
em que:
v sao os graus de liberdade;

['(n) é a fungao gama. Para n inteiro positivo, I'(n) = (n — 1)!

Figura 4.8: Distribui¢oes Qui-Quadrado com 1, 5 e 10 graus de liberdade

Esperanca:
E(Xv) =
Variancia:

Vxy) =2v

4.4.5 Distribuicao t de Student

Viu-se que a varidvel z = “# ~ N(0,1). De modo semelhante, pode-se demonstrar

que:
T—p

Z = ~ N(0,1) (4.30)

v
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Suponha-se que o parametro o em 4.30 seja substituido por seu estimador nao ten-

dencioso
§2 — Z(Iz )
n—1
Assim a eq.4.30 ficara:
p=2"F (4.31)
Vn

Pode-se demonstrar que que a variavel t, 4.31 segue uma distribuicao t de student
com v =n — 1 graus de liberdade, cuja funcao densidade probabilidade é:

()
O

_ v+l

(1 n x_Z) ’ (4.32)

(%

flz) =
em que:
v sao os graus de liberdade;
['() é a fungao Gama.
Esperanca:
E(t) = 0;

Variancia:

V(t) = &

v+2

Caracteristicas:

i. é simétrica em relagdo ao ponto x = 0 (média)

ii. se v tende para infinito, t tende para z, como pode ser observado na figura 4.9

lim f(t) ==z

v—inf

4.4.6 Distribuicao F de Snedcor

v142 v (% 2572
1) = oo () o (433
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Figura 4.9: Distribuicoes t de student com 5 e 30 graus de liberdade e distribui¢cao normal

padronizada.

Esperanca:

E(F) w2 .

v2-27

Variancia:

2022 (v1+v2—2)
V(F) T vl(v2—4)(v22)

Figura 4.10: Distribuicao F, com 10 graus de liberdade para o numerador e 20 para o

denominador.

4.4.7 Aproximacao da Distribuicao Binomial a Normal

Os problemas relacionados com a distribui¢ao Binomial sao faceis de serem resolvidos
desde que o nimero de repeti¢bes (n) nao seja grande, pois, quando n for grande,
tais calculos tornam-se demorados e tedioso e uma boa aproximagao torna-se ttil.
Quando se utiliza a aproximacao da distribuicao Binomial a Normal, o erro cometido
serda tanto menor quanto maior for n e mais proximo de % for p (probabilidade de
sucesso). Alguns autores afirmam que a aproximacao é considerada boa quando np
5. Como a Distribuicao Binomial é discreta, e a Normal continua , ao realizar-se a
aproximacao deve-se fazer uma correcao, chamada corre¢ao para descontinuidade da

curva, que consiste em supor distribuida entre z; + 0,5 e z; — 0,5 a probabilidade

concentrada em x;. Assim,

P(X = z;) pela Binomial é aproximada para P(x —i — 0,5 < X < x; + 0,5) na

Distribuicao Normal
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Exemplo.

Em um determinado processo de producao de chips para computador, 5% dos chips
produzidos sao considerados defeituosos. Sabendo-se que a producao diaria da fabrica

em questao ¢ de 1000 chips, qual a probabilidade de que em um dia sejam produzidos:

a) 50 chips defeituosos?

X B(1000,0, 05)

Média =F(X) = n.p = (1000)(0,05) = 50 chips

Variancia =V (X) = npg = (1000)(0, 05)(0,95) = 47,5 chip?

P(X =50) ~ P(49,5 < X < 50,5) = P(—0,07 < z < 0,07) = 0, 0558
b) menos que 50 chips defeituosos

P(X <50) ~ P(X < 50,5) = P(z < 0,07) = 0,5279



Capitulo 5

Amostragem

5.1 Introducgao.

5.1.1 Definicoes

i. Populagao: conjunto de individuos com pelo menos uma caracteristica ob-

servavel em comum.

ii. Amostra: por¢ao ou fracao da populagao, retirada segundo algumas técnicas

especificas, que matem as mesmas caracteristicas de interesse da populacao.

iii. Parametro: ¢é uma medida associada a uma caracteristica populacional Ex:

Média (i), variancia (o?), etc.

iv. Estatistica: é uma medida associada & uma caracteristica amostral. Ex: Média

(7), variancia (s?).

Um dos principais problemas apresentados na estatistica é o de se fazer afirmagoes
sobre os parametros populacionais (geralmente desconhecidos), como por exemplo
saber qual o tempo necessario para o organismo humano degradar certo composto
quimico, qual a producao total de graos de um pais num determinado ano, qual a
altura média da populagao brasileira, afirmar se um novo composto é carciniogénico

ou nao. E para respondermos a estas questoes, muitas das vezes, temos que lancar mao

94
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do processo de amostragem, que consiste em estudar apenas uma fracao da populagao
(a amostra) e a partir desta fazer inferéncias sobre a populagao. Esquematicamente

tem-se:

Figura 5.1: Representacao esquematica do processo de amostragem e inferéncia.

Para que o processo anteriormente descrito seja confidvel, é necessario que a amostra
utilizada seja representativa da populacao, e para isso, ela deve ser retirada segundo
determinadas técnicas de amostragem. De posse de uma amostra, representativa
da populagao, para fazermos a inferéncia sobre os parametros populacionais, a partir
desta amostra, é necessario o conhecimento das relagoes existentes entre as estimativas
obtidas e os valores dos parametros populacionais, ou seja, é necessario conhecer a
distribuicao amostral do estimador utilizado, para que se possa fazer uma inferéncia

segura sobre um parametro qualquer.

5.1.2 Importancia do uso de amostras.

i. Conveniente no estudo de populagoes grandes.
ii. Indispenséavel no estudo de populacoes infinitas.

iii. Indispensavel em estudos nos quais a coleta de dados implica na destrui¢ao do

material utilizado.

5.1.3 Vantagens do processo de amostragem em relacao ao

censo.

As principais vantagens do processo de amostragem, em relagao a observacao de todos

os individuos da populacdo (censo) sdo:
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Custo reduzido: Sendo os dados obtidos apenas de uma fracao da populagao,
as despesas sao menores do que as oriundas de um censo. Tratando-se de grandes
populacoes, pode-se obter resultados suficientemente precisos, para serem tteis,
de amostras que representam apenas uma pequena fragao da populagao. Se-
gundo COCHRAN (1977), nos Estados Unidos, os mais importantes levantamen-
tos periddicos, realizados pelo governo, usavam amostras de cerca de 100.000

pessoas, ou, aproximadamente uma pessoa em cada 1800.

Maior rapidez: Os dados podem ser apurados e sintetizados mais rapidamente
em uma amostragem do que em uma contagem completa. Este é um fator pri-
mordial, quando se necessita urgentemente das informagoes. O objetivo de uma
investigacao, é o de conhecer a situacao de um determinado fenémeno, no mo-
mento da coleta da informacao, para que de acordo com a informagao obtida, se
possa tomar as medidas possiveis para resolver algum problema. Se o resultado
dessa pesquisa for conhecida muito tempo depois, é bem possivel que a situacao
que se pretendia resolver, seja nesse momento, completamente diferente da que

existia no momento da coleta dos dados.

Maior amplitude e flexibilidade: Em certos tipos de investigacao, tem-se
que utilizar pessoal bem treinado e equipamento altamente especializado, cuja
disponibilidade ¢é limitada para a obtencao de dados. O censo completo torna-se
impraticavel e resta a escolha entre obter as informacgoes por meio de uma amostra,
ou nao consegui-las de todo. Dessa forma, os levantamentos que se fundamentam
na amostragem tem maior amplitude e flexibilidade, relativamente as informagoes

que podem ser obtidas.

Maior exatidao: Em virtude de se poder empregar pessoal de melhor qualidade
e intensivamente treinado, e por se tornar exequivel a supervisao mais cuidadosa
do campo de trabalho e do processamento de dados, dada a reducao no volume
de trabalho, uma amostragem pode, na realidade, proporcionar resultados mais

exato que o censo.



97

5.2 Técnicas de amostragem.

Ao coletarmos uma amostra podemos faze-la com reposi¢ao ou sem reposi¢ao, caso a
amostragem seja realizada com reposi¢ao, um mesmo individuo tem chance de per-
tencer mais de uma vez a amostra, o que nao acontece, no caso da amostragem ser
sem reposicao. Independentemente da maneira como a amostra é coletada (com ou
sem reposi¢ao) o importante é que os individuos que comporao a amostra deverao ser
selecionados através de um processo aleatério qualquer (sorteio), pois, somente nestas
condicoes, podemos aplicar os modelos probabilisticos da estatistica a esta amostra,
o que vai garantir a validade dos testes estatisticos que serao realizados com base nos

resultados destas amostras. Os principais tipos de amostragem sao:

e Probabilisticas ou aleatéria: Quando todos os individuos da populacao tém pro-

babilidade conhecida e nao nula de pertencer a amostra, dentre estas se destacam:

Amostragem simples ao acaso (ASA).
— Amostragem sistematica (AS).
— Amostragem por comglomerados.
— Amostragem estratificada (AE).

e Nao probabilistica, nao aleatoéria, escolha racional ou escolha justificada: Quando
alguns individuos da populacao tém probabilidade desconhecida ou nula de per-
tencer a amostra, as principais sao:

— Inacessibilidade a toda a populacao.
— Amostragem sem norma (a esmo).
— Populagao formada por material continuo.

— Intencional
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5.2.1 Principais técnicas de amostragem probabilisticas.
5.2.1.1 Amostragem Simples ao Acaso

Esta técnica sé pode ser aplicada em populagoes homogéneas e de tamanho conhecido.
Técnica: Enumera-se todos individuos da populagdo e sorteia-se (por meio de um
dispositivo aleatério qualquer), os individuos que comporao a amostra. Neste tipo
de amostragem podem ser retiradas N" amostras diferentes com reposicao ou C}

amostras diferentes sem reposicao.

5.2.1.2 Amostragem Sistematica

E uma simplificacao do processo anterior. Neste caso, apenas o primeiro elemento da
amostra serd sorteado, e os demais serao retirados em uma progressao aritmética, com
razao k, em que:

k:

s|=

com N = tamanho da populacao e n = tamanho da amostra até se completar o

tamanho da amostra desejado.

5.2.1.3 Amostragem por Conglomerados

Quando uma populagdo apresenta uma subdivisdo natural em grupos menores (de-
nominados conglomerados), sorteia-se um nimero suficiente desses grupos (conglom-

erados) e todos os elementos destes vao compor a amostra.

5.2.1.4 Amostragem Estratificada

E uma técnica utilizada quando a populacao a ser estudada ¢é heterogénea, deste
modo, subdivide-se a populacao em estratos (sub-populagoes) que sejam homogéneos
dentro de si, e heterogéneos entre si, e aplica-se uma das técnicas de amostragens

anteriormente descritas, para retirar-se sub-amostras dentro de cada estrato, de modo
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que a amostra final seja representativa da populagdo, como um todo ( contenha in-
dividuos de todos os estratos). Quanto ao tamanho das sub-amostras retiradas (ni),

¢é classificada em:

i. Uniforme

Quando de K estratos, retiram-se amostras de mesmo tamanho n, independente-

mente do tamanho do estrato.

ii. Proporcional

Quando o tamanho da amostra retirado em cada estrato (ni) é proporcional ao

tamanho do estrato.

Ex. Para exemplificar os dois tipos de amostragem estratificada descritos, consider-
emos um estudo realizados em propriedades rurais de um municipio, composto por
1000 propriedades rurais, distribuidas, quanto a sua area, conforme a Tabela 1 e que

neste municipio sejam amostradas 50 propriedades:

Tabela 5.1: Distribuicao do nimero de propriedades rurais de um municipio qualquer,

quanto a area e numero de propriedades a serem amostradas por estrato (classes)

Area (ha) Numero de Propriedades Amostra estratificada (N=50)

Uniforme Proporcional
OF 20 500 10 25
20F 50 320 10 16
50 100 100 10 5
100F200 50 10 3
200 400 30 10 1

Total 1000 50 50
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5.2.2 Principais técnicas de amostragem nao probabilisticas.
5.2.2.1 Inacessibilidade a toda populagao

A amostragem é realizada na parte da populagao que é acessivel.

Ex. Controle de qualidade numa linha de producao de cigarros. S6 tem-se acesso aos
cigarros que ja estao prontos, embora os que ainda serao produzidos fazem parte da

populagao de cigarros produzidos por aquela linha producao.

5.2.2.2 Amostragem sem norma (a esmo)

Nao se utiliza nenhum sorteio, para identificar a amostra, muito embora o amostrador

procure ser aleatorio.

Ex. Amostrar 80 frangos num galpao com 3000 frangos, amostrar peixes em um lago,

pessoas em uma praca, etc.

5.2.2.3 Populagao formada por material continuo.

Processo utilizado para se amostrar liquidos, gases ou sélidos. Homogeniza-se o ma-

terial a ser amostrado e em seguida colhe-se a amostra.

5.2.2.4 Intencional

O pesquisador escolhe deliberadamente certos elementos da populacao para formar a

amostra, baseado num pré-julgamento.

Ex. Pesquisa de mercado para lancar uma nova marca de leite longa vida tipo A
. O pesquisador selecionard individuos com poder aquisitivo médio/alto, que sao os
principais consumidores deste produto (publico alvo), embora toda a populagao inde-

pendentemente do poder aquisitivo possa ser consumidora deste produto.
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5.3 Distribuicoes Amostrais

Figura 5.2: Representacao esquematica da distribuigao amostral de um estimador.

5.3.1 Distribuicao amostral da média

Considere-se, a titulo de exemplo, uma populacao hipotética, formada por trés in-
dividuos, para os quais a variavel de interesse (X ), seja a nota final destes individuos
na disciplina estatistica, a qual segue uma distribui¢ao uniforme discreta como apre-

sentado a seguir:

X ‘8910‘
PX=2)|} § §[X-1

Figura 5.3: Distribuicao das notas de trées alunos.

Neste caso tem-se:

N =3;
E(X)=p=09;
V(X):(jQ:%.

5.3.1.1 Amostragem com reposigao

Retirando-se todas as possiveis amostras com reposi¢ao, de tamanho n = 2, tem-se

um total de 3% = 9 possiveis amostras, as quais estao apresentadas a seguir:
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Amostra Individuos Notas T

1 1;1 8e8 8
2 1;2 8e9 85
3 1;3 8el0 9
4 2:1 9e8 85
5 2:2 9¢9 9
6 2:3 9¢10 95
7 3:1 10e8 9
8 3:2 10e9 95
9 3:3 10e10 10

A distribuicao amostral de T sera:

T ‘8 85 9 95 10‘
Pe==z)|5 2 % 2 &

Figura 5.4: Distribuicao amostral de 7.
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E(z) = E %Zx]
= %E[I1+«T2+"'+xn]
= B + B ok B

1
= ~lutp+-+4
= —nlLL
= 4
— 1 -
V) = V sz]

n
= V() + Vi) 4+ V()]
= %[02+02+---+u}
= %ncﬁ
— g2

n

Entao tem-se que: £ ~ N (,u, ﬁ)

5.3.1.2 Amostragem sem reposicao

Retirando-se todas as possiveis amostras sem reposicao, de tamanho n = 2, tem-se

um total de 6 possiveis amostras, as quais estao apresentadas a seguir:
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Amostra Individuos Notas =z

1 1;2 8e¢9 85
2 1;3 8eld 9
3 2:1 9e8 85
4 2:3 9¢10 9,5
5 3:1 10e8 9
6 3:2 10e9 95

A distribuicao amostral de T sera:
x ‘ 85 9 95 ‘

Pa=a)|t & }|

B() = s = Y1y BiP(E = 7,) = 9,0

V(T) =07 =330 — E(@)PP(z = 2:) =

1
6
Assim, verifica-se que:

2

E(Z)=90=peV(z)=41=228=

6 n N—1

3

.~ _ 2 N—
Deste modo, se amostragem for sem reposicao, & ~ N (,u, %%7?)

N—n

a1 ¢ conhecido como fator de corregao para amostragem sem reposicao em

O termo

populagoes finitas (ASRPF). Uma populacao ¢ considerada finita quando § > 0,05
ou seja a amostra representar mais de 5% do tamanho da populacao. Quando tal
critério nao for satisfeito, o fator de correcao torna-se desprezivel, podendo, portanto

ser eliminado.



Capitulo 6

Inferéncia

6.1 Teoria da estimacao

6.1.1 Definicoes

Estimador

Consideremos uma amostra (x, za,x3,...,%,) de uma varidvel aleatéria que deve
descrever uma caracteristica de interesse da populacao. Seja # um parametro que
desejamos estimar, como por exemplo a médiay = F(x) ou a variancia o = V(x). Um
estimador, 6, do parametro 6 é uma variavel aleatoria, que é funcao das observagoes

T1,T2,X3y...,Tp.

Assim,

n ;o . s 1. .
= Z:Tlx ¢ um estimador da média poupulacional s,

’F_ €T;:—xT 2 , . N . .
52 = % ¢ um estimador da variancia populacional o2

Estimativa

Estimativa é o valor numérico assumido pelo estimador quando os valores observados

T1,T9,T3,...,T, sao considerados.

Assim,

105
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Z = 70kg ¢é uma estimativa da média poupulacional p,
5?2 = 9kg? é uma estimativa da variancia populacional o2
Estimacao por ponto e por intervalo.

Quando a estimativa de um parametro populacional é dada por um tnico valor, tem-se
uma estimativa pontual do parametro populacional, desconhecido, como por exemplo
ao a altura média de uma amostra de 500 universitarios é r = 1,68m, é uma esti-
mativa pontual da verdadeira altura média da populacao de universitarios. Porém
sabe-se que T ~ N(; %2), assim sendo, para cada amostra retirada da populacao,
poderd se obter uma diferente estimativa para p. Deste modo, torna-se mais inter-
essante obter-se, a partir, de uma determinada amostra, um intervalo que apresente
uma probabilidade conhecida de conter o verdadeiro parametro populacional, ou seja
obter uma estimativa por intervalo para o parametro em questao, como por exem-
plo P(1,60 < pu < 1,76) = 0,95, ou seja existe 0,95 de probabilidade de que a
verdadeira média populacional esteja entre 1,60 e 1,76 metros, ou ainda existe 95%
de confianca em se afirmar que a verdadeira média populacional esteja entre 1,60 e
1,76 metros. Apesar disto, o uso de estimativas pontuais é imprescindivel, haja vistas,
serem necessarias para a obtencao das estimativas por intervalo. Deste modo desejavel
que estas estimativas sejam bastantes confidveis, e para isso é necessario que os es-
timadores que as fornecerao apresentem boas propriedades, aliado ao fato de serem

obtidas a partir de amostras representativas.

6.1.2 Propriedades dos Estimadores
6.1.2.1 Nao tendenciosidade

Um estimador # é dito um estimador nao tendencioso do parametro 6 se

E0) =10

obs. Os termos nao tendencioso, nao viciado, nao viesado e imparcial sao sinénimos.



107

n y Va . ~ . 7 . .
Exl..7 = 2=1% § ym estimador nio tendencioso da média populacional

n

prova:

>

Elxi+xo+ -+ x,]

2
&
||
S
m 1

[+ =
8

[E(x1) + E(x9) + -+ + E(z,)]

R3I | =3 = 3=

= —lpt+pt-+py

—3

= —nILL
n

Ex2.:5% = Lim(@im)®

" ¢ um estimador tendencioso da variancia populacional o2

prova:

n n

(@i = ) (wi—ptp-—1)

=1 i=1

= = =2 = ) — )+ D

i=1 i=1

= como (T — p) é uma constante e Z(mz — ) =n(x — p), tem-se:
i=1

d@wi—2)? = > (i —p)’ —n(@—p)’

i=1 i=1



Portanto,

E[s*] = E [2?1@1‘ —p)?—n(z - N)T
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Deste modo, verifica-se que s** é um estimador tendencioso de o?. UM estimador nao

tendencioso é facilmente obtido por:

6.1.2.2 Consisténcia.

Um estimador # é um estimador consistente do parametro 6 se:

T = Zn:Tlx ¢ um estimador consistente da média populacional p, pois
i. E(z)=p

i, lim, oo V(Z) = lim, 0o & = 0.

6.1.2.3 Eficiéncia

Se 6 e 05 sao dois estimadores nao tendenciosos de 6, entao, #; é mais eficiente que

0, se:
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V(01) < V(0s)

Eficiéncia relativa

A eficiéncia relativa do estimador #;, em relagao ao estimador ¢, é dada por:

V(02)

E _ 1\
f91,92 V(Ql)

(6.2)

6.1.3 Intervalos de confianca

Conhecendo-se a distribuicao amostral do estimador, de um parametro 6, pode-se
facilmente determinar um intervalo que apresente uma confianca 1 — « para €, como

serd visto a seguir.

6.1.3.1 Intervalo de confianca para a média u

6.1.3.1.1 Variancia conhecida Sabe-se que & ~ N (u; %2), assim a variavel z =

T—p

n

tera distribuicdo N(0;1). Fixando-se um nivel de confianca (1 — «) vira:

=

E o intervalo de confianca para p, com uma confianca 1 — a pode ser entao escrito

COIMoO:

I
&I
H-
I

n[R
B

IC(p)1-a

(6.3)

em que
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n é o tamanho da amostra.

Obs. Se ocorrer amostragem sem reposigao em populagao finita (ASRPF) o intervalo

de confianca para a média sera:

IC(M)la:fizg\;ﬁ x:? (6.4)
onde:
N é o tamanho da populacao;
n é o tamanho da amostra.
Ex.:  Uma maquina produz rolamentos que apresentam desvio padrao de

0,042 polegadas em seu diametro. Desejando-se conhecer o diametro médio dos ro-
lamentos produzidos por esta maquina, extraiu-se uma amostra de 100 rolamentos,
observando-se uma média igual a 0,824 polegadas. Obter o intervalo com 0,90 de

confianca para o verdadeiro diametro médio dos rolamentos.
Solugao:

Tem-se £ = 0,824 0 = 0,042 n = 100 1 — o = 0,90 substituindo esses valores em 6.3

vern:

0,042

V100

_ 08244 1,652022

v/100

= 0,824 +£0,007

IC(M)O,QO = 0,824 % 205

Interpretacao: Como i é um parametro e nao uma variavel aleatéria, a interpretacao
correta do intervalo de confianca é: Construidos todos os intervalos do tipo z+1, 65\/15,
90% deles conterao o parametro p. Na prética, apenas um tnico intervalo é construido,
no presente exemplo tal intervalo foi [0,817; 0, 831]. Esse intervalo é entdao comumente
chamado intervalo de confianca de 90% para u. Isto é tem-se 90% de confianga de
que esse intervalo contenha o valor u, no sentido de que 90% dos intervalos assim

construidos conteriam pu.
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E obviamente incorreto, do ponto de vista da estatistica classica ou freqiiéntista, dizer
que a probabilidade do intervalo [0,817;0,831] conter o valor p é 0,90. Pois essa
probabilidade é 0 ou 1, dependendo de p pertencer ou nao ao intervalo ao intervalo
fixo.

6.1.3.1.2 Variancia desconhecida Quando nao se conhece o2

e conseqiente-
mente o, mas sim sua estimativa s, o intervalo de confianca para a média serd dado

por:

Amostras Pequenas (n < 30)

S

[C(/L)lfa =Ix t% \/ﬁ,

(6.5)

ta com n — 1 graus de liberdade,
em que:
n é o tamanho da amostra.

Obs. Se ocorrer amostragem sem reposicao em populacdo finita (ASRPF) o intervalo

de confianga para a média sera:

IC(p)1-a =T *ta (6.6)

ta com n — 1 graus de liberdade,
onde:

N é o tamanho da populagao;

n é o tamanho da amostra.
Amostras Grandes (n > 30)

Foi visto que a medida que aumenta-se o tamanho da amostra, a distribuicao ¢ se Stu-
dent se aproxima da distribuicao normal, deste modo, quando se estiver trabalhando

com amostras grandes (n > 30) pode-se utilizar a distribuigdo normal padronizada,
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z, em lugar da t na obtencao dos intervalos de confianca, mesmo que o2 seja descon-

hecida.

Ex.: Um Cia adquiriu 500 cabos. Uma amostra de 30 deles selecionados ao acaso
apresentou tensao de ruptura media igual a 2400 kg com desvio padrao de 150 kg.
Obter o intervalo com 95% de confianca para a verdadeira tensao media de ruptura
destes cabos.

solucao:

Tem-se:N =500n =302 =2400 s =150 1 —a = 0,95

n — 30— 06> 0,05 — ocorreu ASRPF.

N 500

150 /500 — 30

V30V 500 —1
= 2400 + (2,045)(27,38)(0,97)

IC(/L)0795 — 2400 :i: t0,025

= 2400 £ 54,31

Interpretacao: Existe 95% de confianca em se dizer que a verdadeira tensao media de

ruptura dos cabos estd entre 2345,69 e 2454, 31kg.

6.1.3.2 Diferenca entre duas média (u, — )

6.1.3.2.1 Variancias Conhecidas:

[O(,Ua - ,Ub)l—oz =T, —Tpt2

em que:

T, € Tp sao as estimativas pontuais das médias das populacoes a e b, respectivamente;
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2

02 e o} as variancias das populagoes a e b, respectivamente e

ng € Ny 08 tamanhos das amostras das populacoes a e b, respectivamente.

Obs: Se ocorrer ASRPF deve-se multiplicar a variancia da populagao na qual ocorreu

ASRPF pelo fator de correcao ]]\V,:’f

Ex.: As empresas A e B produzem tubos para esgoto com a variancias em seus
diametros iguais a 8mm? e 10mm?, respectivamente. Uma amostra de 48 tubos da
empresa A apresentou didmetro médio igual a 40mm, e uma amostra de 36 tubos da
empresa B apresentou diametro médio de 42mm. Verifique, por meio de um intervalo
de confianca com 0, 95 de probabilidade, se existe diferenca entre os diametros médios

dos tubos das marcas A e B.

Solugao:
Pop. A Pop. B

0% = 8 o3 = 10
Ty = 40 xp= 42
ny = 48 np = 36

o2 o?

IO(pa — tp)o9s = To— Tp & 200251] — + —2

Ng Ty

8 10

= 40—-42+1 — 4+ —

0 , 96 10 + )

= —241,2073

Conclusao: Pode-se afirmar com 95% de confianca que a verdadeira diferenca entre
os diametros médios dos tubos produzidos pelas empresas A e B estd entre —2 =+
1,2973mm, isto é entre -3,2973 e -0,7027 mm. Como esse intervalo nao compreende o
valor 0 (zero) Tem-se 95% de confianca em afirmar que os diametros médios dos tubos

produzidos por estas empresas nao sao iguais.
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6.1.3.2.2 Variancias Desconhecidas: Quando desconhece-se as variancias pop-

ulacionais (02 e o) torna-se necessdrio a substituigao de seus valores paramétricos

por suas estimativas amostrais (s e s?). Neste caso, deve-se utilizar a distribuicao
t de Student, em lugar da normal. Além desta alteracao deve-se considerar ainda se
as duas populacgoes sao homocedasticas ou heterocedasticas, isto é, se as variancias

populacionais (desconhecidas) sao iguais ou diferentes, o que pode ser aferido por meio

de um teste de hip6tese para homogeneidade das variancias (Cap 7).

Populacoes homocedasticas

2 2

2 =g} = 0?), assim, s>

2 e s? sao duas estima-

Sendo as populagoes homocedésticas (o
tivas para um mesmo parametro (0?) entao o intervalo de confianca para a diferenca

entre duas médias ¢ dado por:

1 1
[C<,ua_,ub>1—a:fa_fbit%Sp\/n_+n_ba (6.8)

te com ng +np — 2 graus de liberdade.

em que:

(na — 1)z + (np — 1)s}
Ng +Np — 2

Populacoes heterocedasticas

2

2 e s? sao estimativas de

Sendo as populagoes heteroceddsticas (02 # of), assim, s

diferentes parametros, nao podendo, pois serem combinadas em um tnico valor. Entao

o intervalo de confianca para a diferenca entre duas médias é dado por:

IC(ta — pe)soa = 0 — By 154 22 4 5
(,ua Mb)lfa — da Ty t% n + n (69>
a b

ta com v graus de liberdade.

em que:
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¥

82 Sb 2
—a -0
Ng +-nb

2 2
naq + ny

ng—1 Nnp—1

v =

6.1.3.3 Intervalo de confianca para proporcao

6.1.3.3.1 Amostras grandes (n > 30) O intervalo de confianga para a proporgao

¢ dado por:

[CO(P))_ = p £ zay /L (6.10)

2 n
em que:

p ¢ a proporc¢ao estimada na amostra;

=1-pe

L5

n é o tamanho da amostra.
Obs: Se ocorrer ASRPF, o intervalo de confianca para proporcao é dado por:

pqg |N —n

IC(P)i—a =D % 22
C(P)i-a =P £ 2 nyVN-1

(6.11)

6.1.3.3.2 Amostras pequenas (n < 30) Quando a amostra for pequena deve-se
utilizar a distribuicao t de Student, em lugar da normal e o intervalo de confianga

para a proporc¢ao sera dado entao por:

IC(P)i—a =pEtay/—, (6.12)
ta com n — 1 graus de liberdade
Obs: Se ocorrer ASRPF, o intervalo de confianga para propor¢ao é dado por:
pq |[N—n

nyVyN-1

IC(P)y o =p+t (6.13)

R

te com n — 1 graus de liberdade
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6.1.3.4 Intervalo de confianca para a diferenca entre proporgoes

Dadas duas amostras independentes, de populagoes diferentes, o intervalo de confianca

para a diferenga entre as proporgoes nestas populagoes é dado por:

6.1.3.4.1 Amostras grandes (n > 30)

IC(Py = Py)io = (Ba — Po) £ 28 (6.14)

em que:
Pa € a proporcao estimada na amostra;

qAa =1- pAa;

qAa =1- pAa;

n, € ny sao os tamanhos das amostras a e b, respectivamente

Obs: Se ocorrer ASRPF, deve-se multiplicar o componente da variancia, referente a

N—n
N—-1-°

populacao na qual ocorreu ASRPF pelo fator de correcao

6.1.3.4.2 Amostras pequenas (n < 30)

IC(Pa - Pb)l—a = (pAa - pAb> + t% + (615)

te com ng +np — 2 graus de liberdade

Obs: Se ocorrer ASRPF, deve-se multiplicar o componente da variancia, referente a

N—n
N-1"

populacao na qual ocorreu ASRPF pelo fator de correcao

6.1.3.5 Intervalo de confianga para a variancia (o?)

O intervalo de confianca para a variancia populacional é dado por:

Sabe-se que
(n—1)s?

: 2
0_2 sin anl
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Entao,

E o intervalo de confianca para a variancia sera:

1C(0%)1 0 = [(nx_f_la)SQ; (n ; 1>52] (6.16)

NI

6.2 Teoria da decisao (Testes de Hipdteses)

Uma hipétese cientifica é qualquer afirmacao que possa ser refutada, caso contrario
pertencerd a outro ramo do conhecimento humano, como por exemplo a religiao. As-
sim sendo, a hipdtese: “Os motores da marca x sao mais econéomicos que os da marca
y” é uma hipdtese cientifica, pois qualquer pessoa que duvide, ou queira comprova-la,
pode montar um experimento e averiguar sua veracidade. Por outro lado, a hipdtese:
“Deus existe”, nao pode ser avaliada, nao sendo, portanto, cientifica. Uma deter-
minada hipdtese é tida como verdadeira, se em sua avaliacao nao forem encontrados
indicios que a desaprovem, permanecendo assim até que se prove o contrario. Para
que uma hipotese cientifica seja testada, ela deve ser convertida em uma hipdtese
estatistica, que é uma afirmacao sobre um parametro populacional. Um teste de
hipétese, fundamenta-se em um conjunto de regras, que permitem, a partir dos resul-
tados experimentais (amostrais) rejeitar ou nao tal hipdtese, associando a esta decisao

uma determinada confianca.

6.2.1 Metodologia de um teste de hipdtese

Para a realizacao de um teste de hipdteses, deve-se formular duas hipdteses estatisticas,

a saber:

e Hipdtese de nulidade (Hy) é a hipdtese que serd testada, sendo geralmente for-

mulada com o intuito de ser rejeitada.
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e Hipdtese alternativa (H,) é qualquer hipétese que contrarie Hy.

Suponha que esteja-se interessado em verificar se a verdadeira performance (km/litro
de combustivel) dos veiculos, de determinada marca, equipados com motores 1.6 c.c.
seja de 14km/l, como afirma o fabricante, ou se este é inferior a 14km/I. Entao deve-se

formular as seguintes hipotese estatisticas:

Hy : p=14km/1
H, : p < 14km)/i

Para verificar a veracidade da hip6tese Hy, deve-se conduzir um experimento (coletar
uma amostra), no qual serd medida a performance de vérios carros, que fornecerao
uma estimativa da performance média, e sua variancia, a partir das quais, verifica-se a
veracidade da hipdtese Hy. Suponha que no experimento acima tenham sido avaliados
9 carros, e que estes tenham apresentado uma performance média de 13 km/l, com
variancia 4(K'm/l)?. Pelo simples fato desta amostra de 9 carros ter apresentado uma
performance média inferior a informada pelo fabricante (14 km/l), ndo se pode con-
cluir que esta afirmativa seja falsa, pois como ja é sabido, esta estimativa estd sujeita
uma distribuicao amostral. Deste modo, para verifica a veracidade de H,, assume-se
que esta hipGtese seja verdadeira, isto é u = 14 km/l. e calcula-se a probabilidade de
uma amostra, com tamanho n = 9, retirada desta populacao, fornecer uma estimativa
inferior a estimativa obtida (13 km/l). Caso esta probabilidade seja alta, ndo haverd
nenhuma razao para rejeitar a hipotese Hy (isto é duvidar de sua veracidade), sendo
esta tida como verdadeira. Nesta situacao disse que a diferenca observada entre a
média amostral (13 km/l) e a populacional (14 km/l) nao é significativa, dai a ter-
minologia usual de que “o teste foi nao significativo”, usada para dizer que a hipdtese
Hy nao foi rejeitada. Por outro lado, se a probabilidade de se obter esta estimativa
for pequena (p < 0,05) hé razoes para acreditar que a verdadeira média populacional
seja menor do que se imaginva, ou seja a verdadeira performance deve ser menor que
14 km/l. Nesta situagao, diz-se que a diferenga foi significativa, portanto a hipétese

Hj deve ser rejeitada (o teste foi significativo). Obs: Nao existe nenhum argumento
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cientifico para se fixar o nivel de probabilidade limite de um teste em 0,05. Este ¢é
apenas um valor usual, devido a facilidade de sua obtencao em tabelas. No nosso
exemplos temos:

Hy : p=14km/1
H,:p < 14km/l

na amostra de n = 9 carros obteve-se T = 13 km/l e s> = 4 (km/1)? ; sabendo-se

2 2

—_ . 2 . ~ .
que T sin NV (u, %) , assumido p = 14 km/l, e como nao se conhece o, mas sim s* ,

tem-se:
T sin L(s) (14, %)

grafico

Entao,

Ply,(Z <13) = P(t < —1,5) = 0,1720

como esta probabilidade é alta, nao ha razoes para acreditar que a verdadeira perfor-

mance média seja inferior a 14 km/I

6.2.2 Tipos de erros

Ao realizar-se um teste de hipdtese, pode-se incorrer em dois tipos de erros, que
serao discutidos a seguir. Suponha que a hipétese Hy formulada, no exemplo anterior
seja verdadeira, isto é a performance média dos carros realmente é de 14 km/l, isto
é (u = 14 km/l), e por efeito de acaso obtenha-se, na amostra, uma estimativa de
performance, cuja probabilidade de ocorréncia seja muito baixa, o que levaria a rejeicao
da hipétese Hy : p = 14 km/l, que é verdadeira. Entao ter-se-a cometido um erro

denominado erro Tipo I (rejeitar uma hipétese Hy) verdadeira. A probabilidade de
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se cometer este erro é denominada nivel de significancia («) sendo esta, determinada
(fixada) pelo pesquisador. Por outro lado, a hipdtese formulada pode ser falsa, isto é
na verdade p # 14 km/l, e por efeito de acaso obter uma estimativa, que nos leve a
nao rejeigao da hipétese Hy : = 14 km/l. Nesta situagao ter-se-a cometido o erro
Tipo II (aceitar Hy falsa). A probabilidade de cometer este erro é (3), sendo esta uma
funcao de o, Hy e do tamanho amostral. As probabilidades de se cometer os erros
Tipo I e Tipo 11, (a e §) sdo inversamente proporcionais, como pode ser observado na
fig?, sendo que, a tnica maneira de se diminuir simultaneamente a e 3 é aumentando

o tamanho amostral (n).

Figura 6.1: Erros Tipo I e Tipo II.

Figura tipos de erros

Os tipos de erros que podem ser cometidos em um teste de hipéteses, bem como suas

probabilidades estao resumidos na tabela 6.1

Tabela 6.1: Tipos de erros passiveis de serem cometidos ao se testar uma hipdtese

Decisao

Realidade Rejeita Hy Nao Rejeita H

Hy verdadeira « 1 -«
(erro Tipo I)  Deciséo correta
H, falsa 1-p0 B

Decisao correta  (erro Tipo II)

6.2.3 Tipos de testes

De acordo com o tipo de hipdtese formulada pode-se ter os seguintes tipos de testes

de hipéteses:
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1il.
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. Teste Bilateral: Apresenta duas regices de rejeicao de da hipdtese Hy, situadas

nos extremos da distribuicao amostral, é utilizado para testar as hipéteses do tipo:

Hy:p=26

H,:pn+#06
Teste Unilateral a Direita: Apresenta uma unica regiao de rejeicao da hipétese
H,, situada no extremo superior da distribuicao amostral, é utilizado para testar

as hipdteses do tipo:

Hy:p=26

Hy:p>0
Teste Unilateral a Esquerda Apresenta: uma regiao de rejeigao da hipdtese Hy,
situada no extremo inferior da distribuicao amostral, é utilizado para testar as

hipéteses do tipo:

H(]I,U,IH
H,:p<¥6

6.2.4 Algoritmo para realizacao de um teste de hipdtese

11.

1il.

1v.

vi.

Formular as hipotese Hy e Hy;

Fixar o valor de «;

Construir a regra de decis@o (regides de rejeigao e nao rejeigao de Hp);
Calcular a estatistica adequada para o teste;

Tomar a decisao;

Conclusao.

Exemplo. Aplicando-se este algoritmo ao exemplo da performance média dos carros

tem-se:
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Hy:p = 14km/l
H,:p < 14km/l
. a=0,05

iii. £ 05(8) = 1,860 Regra: rejeitar Hy se teqe < —1,860

iv.
T — 13—-14
teale = SMO = 2 =-1,5
Vn V9
v. Como teqe = —1,5 >ty = —1, 860, nao rejeita-se a hipotese Hy, pois o valor da

estatistica teste (t.q) encontra-se na regiao de nao rejeigdo de Hy.

vi. Conclui-se pelo teste t de Student, ao nivel de 0,05 de probabilidade que a ver-

dadeira performance média destes carros nao é inferior a 14 km/I.

6.2.5 Estatistica apropriadas para os testes de hipdoteses

- Média:

Amostras grandes

Zeale = _s Ho (617)
NG
Amostras pequenas
tcalc = ‘ _s Ho (618)
vn

, v=n-1 graus de liberdade
- Diferenca entre duas médias (amostras independentes)

Amostras grandes

teate = ot Y (6.19)
2 4%
Ng np

Amostras pequenas
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Variancias diferentes (o2 # o7)

toate = (6.20)

; com

graus de liberdade, sendo v o maior inteiro que nao exceda ao valor calculado.
N . . . 2 o 2

Variancias iguais (o; = o} )

Tq — Tp — fla — Mp

1 1
Spr/ 7t

tcalc -

v =N, + np — 2 com graus de liberdade

(ng —1)s% + (ny, — 1)s?
Ng +np — 2

Sp =

Diferenga entre duas médias (amostras dependentes, dados pareados, “antes e depois”)

Amostras grandes

S
|
=
[en}

Zeate = —— (6.22)
vn
em que:
di = lfEia/rLtes - l,'E’idepois
Amostras pequenas ~
d — o
teale = 54 (623)
Vn

, em que:

di - :C’L'antes - xidepois

v =mn — 1 graus de liberdade
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- Proporcao

Amostras grandes

Zeale = b _AZ?O (624)
P4
em que:
i=1-4q
Amostras pequenas
teate = b _A]?O (625)
P4
em que:
¢g=1-¢q
v =n — 1 graus de liberdade
- Diferenca entre duas proporcoes
Amostras grandes
Zoqte = Lo b T Pa T I (6.26)
Pada | Pada
Na ny
em que:
‘ja =1- pAa
e
G =1—Dpb
Amostras pequenas
Zeate = Lo P B P (6.27)
Pada | Pada
Na ny

em que:

qAazl_pAa
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co1m

V="nNg,+Np—2
- Razao entre variancias

2.2

0y Sq
6.28
o2s? (6.28)

f =
v; = n, — 1 graus de liberdade para o numerador

v = ny — 1 graus de liberdade para o denominador

6.2.6 Teste de Qui-Quadrado (\?)

O teste de Qui-Quadrado é utilizado para comparacgao entre as freqiiéncias observadas

as esperadas segundo um modelo probabilistico qualquer.

Uma medida da discrepancia entre as freqiiéncias observadas e esperadas é dada por:

k
(Foi B Fei)2
Neate = D (6.29)

3 e;
=1 o

em que:
F,, é a freqiiéncia observada;
F,, é a freqiiéncia esperada.

~ oy 2
A expressao 6.29 fornece um valor sempre positivo, e pode-se demonstrar que xz,,. ~

2. Em que x2 é uma distribui¢io Qui-Quadrado com v graus de liberdade.

Assim, a estatistica 6.29 pode ser utilizada tanto para verificar a aderéncia das
freqiiéncias observadas a um modelo, (teste Qui-Quadrado de aderéncia), como para

verificar a independéncia entre duas varidveis.
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6.2.6.1 Teste de aderéncia

E utilizado para verificar o ajustamento de um modelo de probabilidade aos dados ob-
servados, ou seja, verificar se as diferencas entre as freqiiéncias observadas e esperadas

sao estatisticamente significativas.

Neste caso o numero de graus de liberdade (v) sera:

v=k—1-—m,
em que:
k é o numero de classes, e
m o numero de parametros estimados para se obter as freq. esperadas.

Exemplol. Em seus experimentos com ervilhas, Mendel, ao cruzar plantas de se-
mentes amarelas lisas com plantas de sementes verdes enrugadas, observou a seguinte
descendéncia na geragao Fy: 315 plantas com sementes amarelas lisas, 108 com se-
mentes amarelas enrugadas, 101 com sementes verdes lisas e 32 com sementes verdes
enrugadas. De acordo com os postulados de Mendel a segregacao esperada nesta
geragao deveria seguir a proporc¢ao de 9:3:3:1 Verificar se a teoria da segregacgao inde-

pendente dos genes explica a segregacao observada.
Solucao:

Hipdteses a serem testadas:

proporcao =9:3:3:1 x2=0
proporgao #9:3:3:1 X2 >0

Obter as freqiiéncia esperadas
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'h Numero de gols por partida marcados pelo Cruzeiro Esporte Clube durante o campe-

Numero de gols 01 2 3 4
onato brasileiro de 2002.

Numero de partidas 8 9 4 2 3
classes F, F,
Amarelas lisas 315 312,75
Amarelas enrugadas 108 104,25
Verdes lisas 101 104,25
Verdes enrugadas 32 34,75
Total 56 556

Obter a estatistica x2,,
,  (315—312,75)° (32 — 34,75)?
Xeale =319 75 34,75

como nenhum parametro foi estimado, o nimero de graus de liberdade sera: v =

4—-1-0=3

Verifica-se na tabela de x? que X?0,01)(3) = 11,345

Como x2,,. < X2, O teste foi nao significativo.

Exemplo2 A distribui¢ao do nimero de gols/partida, realizadas pelo Cruzeiro, durante

o Brasileirao 2001, foi:

Verificar se o nimero de gols por partida pode ser modelado segundo uma distribuicao

de Poison

Solugao:

Para obtencao das frequiéncias esperadas pela distribuicao torna-se necessario estimar

o nimero médio de gols: = = 1,35 gols por partida, em em seguida obter a distribuicao

de probabilidade do nimero de gols/partidas:

Assim a freqiiéncia esperada pela distribuicao de Poison sera dada pelo produto da

probabilidade do cruzeiro realizar um determinado niimero de gols em uma partida
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'h Probailidades estimadas via modelo de Poisson do numero de gols por partida

marcados pelo Cruzeiro Esporte Clube durante o campeonato brasileiro de 2002.

numero de gols 0 1 2 3 4
Prob. 0,26 0,35 0,23 0,10 0,04

'h Frequéncias esperadas do numero de gols por partida marcados pelo Cruzeiro Es-

porte Clube durante o campeonato brasileiro de 2002, estimadas pelo modelo Poisson.

Numero de gols 0 1 2 3 4
Numero de partidas (Fo) 8 9 4 2 3
Fe 6,76 910 624 286 1,04

pelo numero de partidas realizadas:

O valor da estatistica x? ser4:

, _(8-676°  (9-9,10° (31,04
Xeale = "¢ 76 9.10 1,04

=4,98

Comparando esse valor com o de x%,,.,= com 3 graus de liberdade (5-1-1) tem-se

que o pvalor=0.1732, portanto nao rejeita-se Hy.

6.2.6.2 Teste de independencia

O teste x? de independéncia é aplicado a tabelas de contingéncia, as quais sao con-
struidas no intuito de estudar a relacao entre duas variaveis categoricas. Considere-se
como exemplo a tabela 6.3 na qual estao apresentados os ntimero de alunos matricu-

lados nos colédios A e B, em relagdo a sua classe economica (alta, média ou baixa).

A estatistica utilizada para o teste é

(FOij — Feij)z
Feij

2 _h
Xcale —i=1

(6.30)

k

7j=1

em que:

Fo;; é a freqiiéncia observada na casela ij;
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Tabela 6.2: Numero de alunos matriculados em dois colédios em relacao a classe social

dos mesmos

Classe social

colégio Alta Média Baixa Total
A 20 40 40 100
B 50 40 30 120
Total 70 80 70 220

Tabela 6.3: Numero de alunos matriculados em dois colédios em relacao a classe social

dos mesmos

Classe social

colégio Alta Média Baixa  Total
A 20(31,82) 40(36,36) 40(31,82) 100
B 50(31,18) 40(43,64) 30(38,18) 120

Total 70 80 70 220
() Freqiiencia esperada

Fe;; é a freqiiéncia esperada na casela ij, a qual ¢ dada por:

(Total da lina i)(total da coluna j)

Fei» =
/ totalgeral

Sob Hy, a estatistica 6.30 tem distribuicao de x? com
v=(h—1)(k—1)—p

graus de liberdade, sendo p o nimero de parametros estimados.
No exemplo tem-se:

substituindo esses resultados em 6.30

) (20 — 31,82)* (40 — 36,36)° (30 — 30,18)*
_ cep 22 ) 90,27
Neate 3L,82 336,36 " 30,18 ’
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Verifica-se na tabela de x* que o valor de x§5(2) = 5,99. Como o valor de x2,, é
maior que o de x2,, este se encontra na regiao de rejeicio de Hy portanto, rejeita-se
a hipétese de independéncia entre os colégios e a classe social dos alunos. Ou seja
pode-se afirmar, ao nivel de 0,05 que a classe social e o colégio no qual os alunos

estudam nao sao independentes.



Capitulo 7

Regressao e Correlacao linear

Estimacao dos parametros do modelo de regressao pelo método dos minimos quadra-

dos:

Seja o modelo:

Yi = Po + bz + ¢ (7.1)

em que:
y; € o valor observado da varidvel resposta (dependente);
By ¢ o intercepto do modelo;
(1 ¢é coeficiente angular;
x; € o valor da variavel preditora e
e; € o erro aleatério associado a observacao y;.
Ajustar um modelo de regressao, via método de minimos quadrados, implica procurar
os valores (BZ) tais que os valores estimados (preditos) de y;, §; = Bo + Bl sejam 0s

mais proximos possiveis dos valores observados. Isto é os erros sejam minimos
Partindo-se do modelo 7.1 tem-se que o erro cometido ao se estimar uma observacao
é

e =Y — Bo — 2.

131



132

Definindo a fungao

S(Bo, Br) = Ze = Z i — o — By (7.2)

=1

Os estimadores de minimos quadrados de [y e (31, By e B1 sao aqueles que minimizam

a funcao 7.2. Assim, estes estimadores sao obtidos solucionando-se o sistema:

o5 _
o5 = U
oS __
am — 0

2% (i — Bo — 31-%‘)(—1) =0
2 Z?:ﬂ%‘ - BO - ﬁ1x1)<_$i) = 0

Sy — b — B Y o = 0 (a)
Z?:l Yil; — 50 Z@ 1Li — ﬁl Zz 1 X5 = 0

de (a) tem-se:

de (b) tem-se:
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@ozxi—FBlZI? = inyi

i=1 i=1 J
<Zi;1yi—6122';1”2%);154_31;3:? = leyl
Z?:l Yi Z?:l i @M + Bl zn:xzz = Z Z;Y;

i=1 j

n n

Do Yid i Ti | A - 2 i T _ -
n +ﬁl sz n - Zajzyz

n n 2 n n n
A 2 D i1 T _ o D i Yi D iy Ti
(3t ) - 3y Bl

n DoraYid i Ti
A i=1 LiYi — "
pr = iz ——(7.4)

Z” x?_zizlxi

i=1 "1 n
- SPXY
p =
SQDX

Uma medida da qualidade do ajuste, do modelo obtido, aos dados é dada pelo coefi-
ciente de determinacao (R?),
SPXY?

2 SQDX
re = SODY (7.5)

Exemplo: Os dados a seguir refrem-se ao nimero de CDs vendidos por uma de-
terminada gravadora, em milhares de unidades, em 10 semanas consecutivas apds o
lancamento do mesmo. Ajustar um modelo de regressao linear simples que descreva

a quantidade de CDs vendidos em funcao do tempo de langamento.

Semanas 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
CDs (Milunid) 5,0 6,7 6,0 87 6,2 86 11,0 11,9 10,6 10,8

Tem-se que: n = 10 Zgl X, =055 2201 Xl? — 385

>0 Y =855 300 XYi = 529,4

Substituindo esses valores em 7.4 tem-se:

R (55)(85,5)
529,4—
[ =—"—-2—=0,72

552
385257
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eem 7.3:
Bo = 8,55 — (0,72)(5,5) = 4,59

Portanto a equacao de regressao que descreve o nimero de Cds vendidos em fungao

do ntimero de semanas apos o lancamento é:

= 4,59+ 0,727

Cujo coeficiente de determinagao é:




