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Capitulo 5.

TERMOELASTICIDADE LINEAR UNIDIMENSIONAL PERMANENTE

Neste capitulo, 0 modelo matematico € composto por duas equagdes diferenciais:
1%) problema térmico; e
2% problema elastico.
Consideraremos:
e coordenadas cartesianas unidimensionais;
e regime permanente;
e condig¢des de contorno do tipo Dirichlet; e

e  malhas uniformes.

5.1 MODELO MATEMATICO

5.1.1 Problema Térmico

d’T q
+ - =0 5.1
dx’ k G-
7(0) =Ty
condig¢des de contorno de Dirichlet (5.2)
wLy="1.

Este problema ¢ um caso simplificado daquele apresentado na se¢ao 3.1. Para isso, basta considerar

que



onde
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S = —-= = constante (5.3)

¢ = taxa de geragdo de calor por unidade de volume (W/m?)

k = condutividade térmica do sélido (W/m.K)

L = comprimento do dominio de célculo (m)

Este problema pode representar, por exemplo, a condugdo de calor numa barra metéalica através da

qual passa uma corrente elétrica que dissipa calor por efeito Joule.

onde o, o

5.1.2 Problema Elastico

Sera considerado um estado unidimensional de tengdes, isto €,

[oc] = [o,]
(5.4)

o, = o =0 (5.5)

, © o, sdo as tensdes nas direcdes X, Y e Z, respectivamente. Neste caso, as

deformacdes (&) sdo dadas por

onde

[e] = [e&.] (5.6)

e = ¢ # 0 (5.7)
ou

e = — (5.8)

s = (5.9)



g o= (5.10)

oz

com u, v e w representando os deslocamentos nas direcdes X, Y e Z, respectivamente.

Para este problema unidimensional, as equacdes de equilibrio estatico se resumem a

do
£ =0 5.11
X (5.11)

A partir da lei de Hooke para materiais isotropicos homogéneos com efeito térmico, obtém-se

o, = E(g,—-ab) (5.12)
onde

E =modulo de elasticidade, modulo elastico ou médulo de Young (N/m?)

a = coeficiente de expansdo térmica (K™)

6 = excesso de temperatura em relagcdo a um valor de referéncia (K)

6 = T - T, (5.13)

A partir da Eq. (5.11) pode-se obter a equacdo do deslocamento («) na direcao X:

2
d”; A (5.14)
dx dxX
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O modelo matematico ¢ fechado considerando-se as seguintes condi¢cdes de contorno de Dirichlet:

u(0) =u(L) =0 (5.15)

O problema termoeléstico consiste em resolver a Eq. (5.14). Mas como ela depende da

temperatura, primeiro € necessario resolver a Eq. (5.1). Caso seja de interesse, posteriormente, pode-

se obter a tensdo (o, ) e a deformacdo (&) a partir das Eqgs. (5.12) e (5.8). As equagdes da teoria da
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elasticidade linear tridimensional, com efeito térmico, podem ser obtidas no apéndice C do livro de
Huebner et al. (2001).
5.1.3 Variaveis de Interesse
e T, a partir da Eq. (5.1)
variaveis primarias

e u, a partir da Eq. (5.14)

e ¢_,apartir da Eq. (5.8)
e o_,apartir da Eq. (5.12) variaveis secundarias

.F()GFL

onde Fy e F sdo as for¢as que atuam em X =0 e X = L na dire¢do X, dadas por

F, = (0,), 4, (5.16)

FL

(0,), 4, (5.17)
onde 4, ¢ a area da se¢do transversal a direcdo X do sélido.
5.2 SOLUCAO ANALITICA

Para L = 1, a solugdo analitica do problema térmico, Egs. (5.1) e (5.2), resulta em
T =T, + (I,-T)X + %(1—)())( (5.18)

ou, com a defini¢ao da Eq. (5.13),
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0 = (I,-T)X + %(l—X)X (5.19)
Com a Eq. (5.19), a solu¢do analitica do problema elastico, Egs. (5.14) e (5.15), resulta em
u = aX 3(T—T +i)(X—1) - Q(Xz—l) (5.20)
6 ) 4 k '

Com a Eq. (5.20) em (5.8),

_ @ .4 = Y3y
£, = 6{3(3 T0+2kJ(2X ) (3% 1)} (5.21)

Com as Eqgs. (5.19) e (5.21) em (5.12), obtém-se o, . E, com as Egs. (5.16) e (5.17),

EaA ;
F,o= Fo= = X{?:(TO—TL) - Zik} (5.22)

5.3 SOLUCAO NUMERICA

A discretizagdo do problema térmico, Eq. (5.1), pode ser vista na se¢do 3.1.4. Entretanto,

deve-se considerar que
S, = - q S =S, =0 (5.23)
0 - k s 1 - 2 - .

A discretizagdo do problema elastico, Eq. (5.14), pode ser obtida com a substitui¢do das

aproximacoes numéricas dadas nas Egs. (2.26), para T, e (2.35), para u. Isso resulta em

ou
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2u, = u, + u, —%(TE—TW)h (5.25)
ou, ainda,
a,u, = ayu, + agu, + b, (5.26)

A Eq. (5.26) ¢ valida para a variavel u em cada ndé P interno da malha, isto é, P =2, 3, ..., N-1. Por

comparag¢do com a Eq. (5.25), nota-se que seus coeficientes e termos fontes sdo dados por

[04
bP = _E(TE_TW)h

(5.27)

E a Fig. 3.2 também se aplica aqui.
No caso dos dois contornos, isto €, P =1 ¢ P = N, para que sejam satisfeitas as condi¢des de

contorno da Eq. (5.15), deve-se usar

(5.28)

Apods a obtengdo da solugdo numérica de u, a deformacdo (&,) pode ser obtida pela
aproximac¢ao numérica da Eq. (5.8). No caso dos nés internos da malha (P = 2, 3, ..., N-1), pode-se

usar a aproximac¢do dada na Eq. (2.26), o que resulta em

(up —uy) (P=2,3,..,N-1) (5.29)

(€)pr = Y

Para manter a mesma ordem (2°) de aproximacdo da Eq. (5.29), deve-se usar no contorno esquerdo a

Eq. (2.29),
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(4u, —3u, —uy)
P 5.30
(&) o (5.30)
e no contorno direito, a Eq.(2.32), isto &,
), = QGuy +2u, , —4u,_,) (5.31)

2h

A tensdo pode ser obtida com a substitui¢ao da Eq. (5.13) em (5.12), e a discretizagdo desta

ultima, o que resulta em

(c)p = El(e), - a,-T,))] (5.32)

E as for¢as podem ser obtidas com a Eq. (5.32) nas Egs. (5.16) e (5.17).

5.3.1 Algoritmo de Solucao
Um possivel algoritmo para resolver o problema termoeléstico apresentado neste capitulo ¢ o
seguinte:
1) Ler os dados do problema: 7;,7,, 4, k, L, N,a,E, A .
2) Discretizar o dominio de calculo, isto ¢ obter /4 da Eq. (2.4).
3) Calcular os coeficientes (a,,a,,a,) e os termos fontes (b,), do sistema de equagdes do
problema térmico, com as Egs. (3.14), (3.19) e (3.20).
4) Resolver o problema térmico (7p) com o método TDMA, descrito na se¢do 3.2.1.
5) Calcular os coeficientes (a,,a,,a,) e os termos fontes (b,), do sistema de equagdes do
problema elastico, com as Egs. (5.27) e (5.28).
6) Resolver o problema eléstico (up) com o método TDMA.

7) Calcular as deformagdes (&, ) com as Eqgs. (5.29) a (5.31).
8) Calcular as tensdes (o, ) com a Eq. (5.32).
9) Calcular as forgas nos contornos com as Egs. (5.16) e (5.17).

10) Gravar os resultados de interesse.

11) Visualizar os campos de T, u, &_, o, versus X.
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