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Roteiro:

- Introducao;
- Métodos iterativos basicos:

- Analise de erros de Fourier;
- Métodos Multigrid.



Introducao

- A DFC ¢ a area da Computagdao Cientifica que
estuda metodos computacionais para simulacao de
fenomenos da Dinamica dos Fluidos;

- Estes fenOmenos sao modelados por sistemas de
Equacoes Diferenciais.



Introducao

Estes sistemas sao discretizados resultando em um
conjunto de equacoes algébricas do tipo:

Ax = b
- Problemas praticos;

- Caracteristicas da matriz 4;
- Erros: truncamento, iteracao, arredondamento;
- M¢étodos diretos X Mc¢etodos 1terativos;

- Me¢étodos 1terativos basicos X Multigrid.
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Métodos Iterativos Basicos

Para a solucdo da equacao 4x=»5 , tem-se o
seguinte metodo que ¢ chamado de metodo
iterativo basico:

Mx" = Nx™ + b
Considera-se o metodo no seguinte modo:

S L

A matriz S, dada por S=M"'N ¢ chamada de
matriz de iteracao do método.



Métodos Iterativos Basicos

Definicao: O método iterativo x"*” =Sx"™ +M'b &
chamado de convergente se lim ||S||" =0 .

m — ©

Definicao: O raio espectral da matriz A ¢ dado

porp(4)=maxi(4)|, onde A(A4) sao os autovalores
de A.

Teorema: O método iterativo x™ =Sx™ + M~ 'b
€ convergente se € SO se p(S) < 1.




Métodos Iterativos Basicos.

Exemplos de metodos iterativos basicos:

1) M¢etodo de Jacobi (ponto ou linha)

11) Metodo de Jacobi Ponderado

111) Método Gauss-Seidel (ponto ou linha)
1v) Metodo Jacobi-Gauss-Seidel

v) Metodo da fatoracao LU incompleta
vi) M¢étodo das 1teragdes distributivas



Analise de Erros de Fourier

Ao estudar-se o erro em sistemas lineares do
tipo Au=f, ¢ suficiente trabalhar com o
sistema linear homogéneo Au=0 .

(lembrar que S=M"'N).

Uma boa estimativa inicial consiste de vetores

chamados de modos de Fourier:
v, =sen(‘]k—7[j, 1<k<n-1, 0<j<n
n



Analise de Erros de Fourier

Figura: Modos de Fourier com k=1, 3, 6 (BRIGGS et al., 2000).



Analise de Erros de Fourier

Definicao: Os modos de Fourier da parte
inferior do espectro, com  1<k<Z , SA0
chamados de modos de Fourier de baixa
frequiéncia ou modos suaves.

Definicao: Os modos de Fourier da parte
superior do espectro, com <k <na-1 , S80
chamados de modos de Fourier de alta

frequéncia ou modos oscilatorios.




Analise de Erros de Fourier

Definicao: A propriedade de eliminar os
modos oscilatorios ¢ deixar apenas modos
suaves chama-se propriedade de suavizacgao.

Obs.: Os meétodos iterativos que desfrutam
da propriedade de suavizacao trabalham bem
para as iteracoes 1niciais.



Analise de Erros de Fourier
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Figura: Jacobi ponderado com w=2/3 aplicado ao problema unidimensional com n=64,
estimativa inicial (vl1+v6+v32)/3 e para 100 iteragdes (BRIGGS et al., 2000).



Analise de Erros de Fourier.

Figura: Jacobi ponderado com w=2/3 aplicado ao problema unidimensional com n=64, com
estimativa inicial (w2+w16)/2 antes (esquerda) e depois (direita) de 10 iteragoes (BRIGGS et
al., 2000).



Metodos Multigrid: Introducao

Observa-se como as componentes de erro
suave apresentam-se em uma malha mais
grossa.

=4 ondas sobre a matha com n=12 k=4 ondas sobre a malha com n=6

Figura: Numero de ondas k=4 sobre uma malha fina com n=12 e sobre uma malha grossa com n=6
(BRIGGS et al., 2000).



Metodos Multigrid: Introducao.

Algumas questoes aparecem no esquema de

correcao, como por exemplo:

- como transferir da malha Q" para a malha Q*
€ vice-versa?

- como calcular o operador A em Q* ?

- qual a estimativa inicial para iterar em Q*" ?



Metodos Multigrid: Operadores

Operador de restricao com ponderacao completa
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Figura: Operador restricdo por ponderagao completa da malha fina para a malha grossa
(BRIGGS et al., 2000).



Metodos Multigrid: Operadores

Operador de prolongacao por interpolacao
linear 1, :

}. -
\
)

Figura: Operador de prolonga¢dao da malha grossa para a malha fina (BRIGGS et al., 2000).



Meétodos Multigrid: Operadores.

Existem basicamente duas formas para se
obter 4™

-Aproximacao de malha grossa por
discretizacdo: como 4" , 4* também é obtida
pela discretizacao da EDP.

- Aproximacao de malha grossa por Galerkin:
A=l




Metodos Multigrid: Algoritmos

A figura abaixo mostra um Ciclo-V com K=3.
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Figura: Diagrama Ciclo-V (BRIGGS et al., 2000)

Operacao de suavizacao seguida de operadores
de transferéncia entre malhas.




Metodos Multigrid: Algoritmos

Pode-se obter uma generalizacao do Ciclo-V
que ¢ conhecida como ciclo-# , gerando oS

conhecidos Ciclo-W, Ciclo-dente-de-serra,
Ciclo-F, etc.
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Figura: Diagrama Ciclo-W (WESSELING, 1992)



Metodos Multigrid: Algoritmos.

A figura abaixo mostra um diagrama com o
Esquema Multigrid Completo (FMG), usando
iteracOes aninhadas, para K=4.

2h

4h

Bh

Figura: Diagrama Multigrid completo (WESSELING, 1992)



Mc¢etodos Multigrid: Nao-linear

Seja 4(u)= f o0 sistema de equacoes algebricas
nao-lineares, onde u, f € R".

Seja Aw)- A(v)=r a equacao residual.

Nota-se que, em geral, A(e) = r .



Mc¢etodos Multigrid: Nao-linear

Método Newton-Multigrid (Newton-MG)

Da equagao residual A(u)—A(v) =r, temos:
Av+e)—A(Wv)=r

Expandindo 4(v+e) em uma série de Taylor e
truncando no segundo termo, tem-se:

J(v)e=r



Mc¢etodos Multigrid: Nao-linear

Esquema de aproximacao completa (FAS)

A equacao residual A(v+e)—A(v)=r em Q'
pode ser escrita como:

D e S ey
Que aparece na malha grossa como:

A2h(v2h +e2h)_A2h (VZh) — r2h
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