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Quando uma estrutura é submetida a cargas

externas, forcas internas sao induzidas no interior

do elemento em andlise. Tais for¢as sdo, ainda,
distribuidas continuamente ao longo de todo o

sélido.




ELASTICIDADE LINEAR CLASSICA

Existem duas categorias de forgas internas na
mecanica do continuo: forcas _de _ corpo

(eletromagnéticas, gravitacionais) e forcas de

superficie (forcas de contato).
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pY

Forcas proporcionais a massa do corpo e

normalmente definidas como forcas por unidade

de volume, podendo ser descritas

matematicamente por:

F. = [F(xav
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Forcas por unidade de &rea, sendo que a
resultante das mesmas ao longo de uma superficie
S é fun¢éo do chamado vetor tracdo (T  "(x)).

F=[T"(x)dsS
S
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Resumindo:

. . AF
T (x,n) =| M
AA-O

notar que o vetor tracdo depende da localizagao
espacial e do vetor unitario normal a superficie em

estudo!!
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Supondo agora o caso especial no qual AA
coincida. com cada um dos trés planos
coordenados e tenha os vetores unitarios normais

direcionados no sentido ,Mpis‘smvu";uus“"tﬁm:
y
h

coordenados, na forma:
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z

as componentes normais necessitam apenas de
um unico subscrito, sempre normal a superficie

em analise;
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Trxe [Fxz

z

as componentes tangenciais necessitam de dois
subscritos, sendo que o0 primeiro representa o
plano de agéo e o segundo representa a direcdo da

tensao.
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Supondo agora um tetraedro infinitesimal

(tetraedro de Cauchy) na forma:
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Assim:

Jij = Qinjqapq

Por se tratar de um tensor de segunda ordem,
valem as mesmas regras anteriormente

estabelecidas para a transformacdo de eixos.

:> Qij :COS()Q"X,') Q =

S B 3
R
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0= QpQiqT

0'11' 012| 0-13l Il m nl 011 012
021 022 023 = |2 rnz n2 0-21
67-33l |3 rn?. n3 031

Q
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32
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013 Il rnl nl
023 I2 rnz rl2
033 |3 rTE n3
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cujo desenvolvimento resulta em:

O-XI: axllz + O'yrnlz + O'anz + 2(z-xyllrnl + Tyzrnlnl + sznlll)
o,=0J,"+o,m’+o,n’ + 2(erI2m2 +7,,mn, + rzxnzlz)
O-ZI: ax|32 + O'yI'TEZ + azn32 + 2(Txy|3rTE + z-yzrn’:.‘nS + sznSIS)

ry'=0ll, +o,mm, +o,nn, +1,(1.m, +mi,)+ 7, (mn, +nm,)+ 7, (nl, +1.n,)
Tyzlz Jxl 2|3 +0—ym2rn3 + Uzn2n3 + z-xy(l Zn‘k + m2|3)+ z-yz(rnZnS + nZnE)-'- sz(n2|3 +|2n3)
T, = oldy +o,mm + o + 7, (1 + my)+ 7, (mgn +ngmy )+ 7, (nd +15n;)
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Particularizando para o caso 2D:

DS
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cujo desenvolvimento resulta em:

0,'=0,c0S 8+ 0 sen°d +2r, sendcosd
o,'=osen’d+o,cos f-2r, sendcosd

r,'=-0,senfcosd + g senfcosd + 71, (cos 6 - sen’d)
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]
ou ainda:

_o0,+t0, 0,-0

og'= +———C0s20 + 0, _sen20
2 2
o+0, O -0
g,/=——_———_-—"C0820 -0, sen20
2 2 Y
g -0

g,'= %senze +0, cos24

26
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Dado o tensor de tensdo [ o] atuante num ponto P,
determinar o vetor tensdo passando por P e
simultaneamente paralelo ao plano ABC, sendo A
(4,0,0), B(0,2,0) e C(0,0,6).

7 -5
[a]= -5 3 1
0 1
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Num estado geral de esforgos, o vetor tracdo que
atua sobre uma superficie de normal n, depende

do valor do modulo e da direcdo deste vetor.

Quando a direcdo do vetor tragdo coincidir com a

direcdo deste vetor normal n, nao _existirdo

componentes de corte e se define um plano

principal cuja a direcdo do vetor n € designada

como direcao principal.

28
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Adaptando-se a equagéao caracteristica

anteriormente definida:

= 3 2 =
deto; —ad.j]——a +1,0°-1,0+1,=0

e a nomenclatura dos invariantes:

l, =0; :tr[a] =0,,10, 105
0-11 0-12
0, 0Oy

0-11 0-13
031 033

o o
4022 23

1
|
2 2(0'0' 0'0' ) o, O

3= de‘[aij]
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-+l o’ -1,0+1,=0

- valido para tensores simétricos

R=_ —2 S
3 —:>
_ 1 _2|3

a = arccoE—Qj
T 32

O
|
|
_|
I

SERE
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N = componente normal

S = componente tangencial
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S*+(N-0,)(N-0,)20
$?+(N-0g,)IN-7,)=20
$*+(N-g,)(N-0,)=0

S+(N-0,)(N-0,)=0

com: S, =

S +(N-0,)(N-0,)=0

o, - gy
2

34

17



ELASTICIDADE LINEAR CLASSICA

O tensor esférico ou hidrostatico corresponde ao
caso em que cada tensdo normal € igual a (-p) e as
tensdes tangenciais correspondentes sdo nulas.
Esse tensor produz assim apenas mudanca de
volume, sem mudanca de forma, no corpo em
andlise.

1

|
Ohid = O med :_pzsaii :§1
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1/3 |
< 0 O
° |
L3 [Jhid]z 0 El 0
1,13
'/ 0 0 '—31
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e
O tensor desviatorio € aquele responsavel pela

mudanca de forma, além de ser também o

responsavel pela plastificacdo do material.
Op =0 —0Opy

_ ’ _
0, ~ g Oy, O3
I 1
Op = 0, Oy~ E O3
| 1
O3 O3 O35~ E
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.- ]
Conclusoes:

a) em um sélido elastico isotropico, um estado de
esforcos com componente hidrostatica nula___
caracterizara apenas distorcao;

b) um estado hidrostatico puro de esforco néo
produz distor¢do, mas apenas uma mudanca

nas dimensoes do sélido.

38
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Op =0 ~Oyg
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Op =0 =044

40
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1
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[Plano Octaédrico I\ .
~———— Plano cuja normal

forma dngulos iguais

com OsS eixos prfncipais)

7

o,

\de tensdo

oct

g,,.T,, =lensoes octaédricas
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Fixo hidrostatico
0y = 03 = 03

2 Plano triaxial
52 =k 03

S Gy~

G3

Il
+

Ty -

G2 G2~ 43
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n=+ 8 o5

V3

a4

22



ELASTICIDADE LINEAR CLASSICA

A tensdo tangencial octaédrica é diretamente

relacionada com a energia de distorcdo de

deformacdo, critério convencionalmente utilizado

como teoria de falha para materiais ducteis.

45
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Tal critério de falha é também conhecido como

critério de Mises, cuja tenséo efetiva vale:

=0, __\/ U 0' (01 _03)2 + (02 _03)2

- no limite (ponto de falha de Mises):

o'=0, =

1 3
e A (3Toct) = _Toct
V2 J2 .
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]
Dado o tensor de tensdes num ponto genérico,

determinar as tensbes principais e suas

correspondentes diregoes.

311
[a]=10
1 2

a7
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]
Verificar, ao final, que a transformacéo do tensor

tensbes original resulta nas tensfes principais
mediante a matriz de transformacéo dos cossenos

diretores principais.

48
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Considere determinada regido de um solido
elastico com uma distribuicdo geral de forcas de

superficie e forcas de corpo na forma:
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[T'dS +[Fdv =0
S \

[o,ndS+[Fadv =0
S \

.+ F =0 .
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A
- em equagOes escalares:

aax+6TXY+6rxz+F o
X oy 0z g

arw_kaay+arw*_F::O
X oy 0z g

or, 07, 00
+ +

0X oy 0z

£+ F,=0
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- em coordenadas cilindricas:

aar+arr9+arrz+(ar_09)+F =0
or rog o0z r r
61'“9_'_60'9_'_61'25 +2Tr6’ +F9:O

or roé o0z r

or, O0r,, 00, 2T
+ +

+Z 24+ F, =0
or roé 0z r ’

52
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Q(x+dx,y+dy,z+dz)

>M . =0=r,=T1,
DM =0=71,=T,
>M,=0=>7,=T,
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As tensdes principais em um ponto P pertencente
a um solido elastico, referidos a um sistema

cartesiano ortogonal Oxyz, séo:

51:5—30(2i"+2T+R)

a, ?(2? -j-2k) (MPa)

a, —2—30(T - 27 +2K)
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]
Calcular a tensdo correspondente a um plano cuja
normal exterior forma angulos agudos iguais com

0S semi-eixos positivos do triedro  Oxyz.
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