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Por que estudar Calculo Numérico?
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Exemplos de aplicacoes

4] 20 40 cmls 60 80

Estimativa de correntes oceanicas Modelagem de correntes de ar sobre uma aeronave
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Exemplos de aplicacoes
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Analise de uma camara de combustao

Simulacdo de foguetes

TMECO001 — Calculo Numérico
Prof.: Felipe R. Loyola

13/04/2020




Exemplos de aplicacoes
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1.1 — Conceitos Matematicos Fundamentais

1.1.1 — Revisao de Calculo

* Definicao 1.1: Uma funcao f definida em um conjunto X

A
de numeros reais tem o limite L em x, escrito como y
. y=f(x)
lim f(x) =1L (01) e
0
L
se, dado qualguer numero real € > 0, existe um numero “¢
real 6 >0 tal que:
|f(x) —L| <& semprequex € Xe0 < |x —x,| <86. 5 % s PX

Figura 1.1
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1.1.1 — Revisao de Calculo

* Definicao 1.2: Seja f uma func¢ao definida em um conjunto x de numeros reais e x €

X. Entdo f é continua em x, se

lim f(x) = f(xo) (02)
X—Xo
A funcao f é continua no conjunto X se for continua em cada numero de X.

C(X) denota o conjunto de todas as funcdes que sao continuas em X. Quando X é um

intervalo real, os parénteses nessa notacao sao omitidos. Por exemplo, o conjunto de

todas as funcoes continuas no intervalo fechado [a,b] é denotado por C/a,b].

13 /O 4 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 7

Prof.: Felipe R. Loyola




1.1.1 — Revisao de Calculo

» Definicdo 1.3: Seja {x,},—1; uma sequéncia infinita de numeros reais ou

complexos. A sequéncia {x,},-; tem o limite x (converge para x) se, para

qualquer € > 0, existe um numero inteiro N(¢), tal que |x,, — x| < &, sempre

quen > N(&). A notacdo

lim x,, = x oux,, » x quandon — o (03)

n—00

Significa que a sequéncia {x,, },,—; converge para x.
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1.1.1 — Revisao de Calculo

Teorema 1.4: Se f é uma funcao definida no conjunto X de numeros reais e xy € X,

entao as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) fé continua em x,

b) Se {x,}n,=1 for qualquer sequéncia em X convergindo para x, entdo o

AI—IEO f(xn) = f(x0)
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1.1.1 — Revisao de Calculo

* Definicao 1.5: Seja f uma funcao definida em um intervalo

. g A
aberto contendo x,. A fungao f é diferenciavel em x, se: y
A rlgta t:ang'ente tem
. f(x) _ f(x()) inclinagao f'(xQ) il
f'(x0) = lim (04) il
¥=% X T Xo F'(xo)
existe. O nimero f'(x,) é chamado de derivada de f em x,.
Uma funcao que tem uma derivada em cada numero do
conjunto X é diferenciavel em X. " >
_ L . o Figura 1.2
A derivada de f em x, é a inclinagdo (ou coeficiente angular) da
reta tangente ao grafico de fem (x,f(x,)).
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1.1.1 — Revisao de Calculo

» Teorema 1.6: Se a fungao f for diferenciavel em x,, entao f sera continua em x,.

» Teorema 1.7 (Teorema de Rolle): Suponha que f € Cla,b| e que f seja

diferenciavel em (a,b). Se f(a) = f(b), entao existe um numero ¢ em (a,b) com

20— A
f’(c)=0. y Figura 1.3
f(c)=0 Y=flx)
a C b )X
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1.1.1 — Revisao de Calculo

» Teorema 1.8 (Teorema do Valor Médio): f € C|a, b| e f for diferencidvel em

(a,b), entao existe um numero c em (a,b) com

A
4 (b) — f(a)
Fo="221 05)
—a
Inclinagdo: f(b) - f(a)
b-a
a C b )X
Figura 1.4
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1.1.1 — Revisao de Calculo

» Teorema 1.9 (Teorema do Valor Extremo): Se f € C|a, b], entdo existem c,,c, €

la,b] com f(c;) < f(x) < f(c,), para todo x € |[a,b]|. Além disso, se f for

diferenciavel em (a,b), entdo os numeros ¢, e ¢, ocorrem nas extremidades de
A Figura 1.5

[a,b] ou nos pontos para os quais f’ for zero. y
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1.1.1 — Revisao de Calculo

* Definicao 1.10 A integral de Riemann da funcdao f no intervalo [a,b] é o limite

seguinte, desde que ele exista:

maxAx;—

b n
i=1

onde os numeros x,, X;, ..., X, satisfazem a = xy < x; <--x, = b e onde Ax; = x; —

Xi_1,paracadai=1, 2, ..., ne z arbitrariamente escolhido no intervalo [x;_{, x;].

Uma funcao f que é continua em um intervalo [a,b] também é integravel, segundo

Riemann, em [a,b]. Isso permite escolher, para conveniéncia de calculo, que os pontos x;

/

sejam igualmente espacados em [a,b] e, para cada i = 1, 2, ..., n, escolher z, = x.. Nesse

Caso:

n

b b—ax
f(x)dx = lim f(x;) (07)

ondex;=a+i(b—a)/n

—~ ""qif(yx)‘/

Figura 1.6
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1.1.1 — Revisao de Calculo

* Teorema 1.11 (Teorema do Valor Médio para Integrais com Peso):

Suponha que feC|a, b], que a integral de Riemann de g exista em [a,b]

A

e que g(x) nao mude de sinal em [g,b]. Entdo, existe um numero cem Y
(a,b) tal que:
b b y=f(x)
J f(x)g(x)dx =f(c)f g(x)dx (08)
a a f(c)
Quando g(x) =1, o Teorema 1.11 é o usual teorema do valor médio /
para integrais. Ele fornece o valor médio da funcao f no intervalo [a,b]
como:
1 b d C
flo) = b — afa f(x)dx (09) Figura 1.7

X
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1.1.1 — Revisao de Calculo

* Teorema 1.12 (Teorema de Rolle generalizado): Suponha que f € C|a, b| seja n vezes diferencidvel em

(a,b). Se f(x) for zero em n+1 ndmeros distintos x,, ..., x, em [a,b], entdo existe um numero c em (a,b)

com f")(c)=0.

* Teorema 1.13 (Teorema do Valor Intermedidrio): Se f € C|a, b| e k for qualquer niumero entre f(a) e

f(b), entao existe um numero em (a,b) para o qual f(c)=k yA Figura 1.8
(a,f(a))
eI V=Fix
K /\
f(b) \// (b,f(b))
ac b )3(
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* Um modelo matematico pode ser definido, de

forma geral, como uma formulacao ou equacao que

expressa as caracteristicas essenciais de um sistema

ou processo fisico em termos matematicos. Em um

sentido muito geral, ele pode ser representado

como uma relacao funcional da forma:

Variavel dependente = f(variaveis independentes,

parametros, forcantes)

T T
/Prcrhlem \
\ definition /

i

THEORY mmae{ Mathematical ) qms paTa

. model /
—

Problem-solving tools:
computers, statistics,
numerical methods,
graphics, etc.

/Numeric Dr\\,l
N/
|
Societal interfaces:
scheduling, optimization,
communication,
public interaction,
etc.

{

( 1 O ) @Ie memati-l-:l j}

Figura 1.9
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1.1.2 — Modelagem Matematica

onde a variavel dependente € uma caracteristica que
usualmente reflete o comportamento ou estados do
sistema. As variaveis independentes usualmente sao
dimensdes, como o tempo e o espaco, ao longo das
quais o comportamento do sistema esta sendo
determinado. Os parametros refletem propriedades
ou composicao do sistema, e os termos forcantes sao

as influéncias externas agindo sobre o sistema.

T T
/Prcrhlem \
\ definition /

i

THEORY —-// Mathematical e pATA
\__ model _/
_moas

Problem-solving tools:
computers, statistics,
numerical methods,
graphics, etc.

/Numeric Dr\\,l
N/
|
Societal interfaces:
scheduling, optimization,
communication,
public interaction,
etc.

{

-
- N
Implementation )
Ny S

Figura 1.9
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1.1.2 — Modelagem Matematica

- A expressao matematica real da relacao funcional pode variar de uma simples equacao
algébrica a um conjunto grande e complicado de equacoes diferenciais. Por exemplo, com

base em suas observacdes Newton formulou sua segunda Lei do movimento:

F =ma (11)
* que escrita na forma da equacao (10) se torna
a=— (12)

* onde a é a variavel dependente refletindo o comportamento do sistema, F é o termo forcante

e m é um parametro representando uma propriedade do sistema.
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* Por causa de sua forma simples, a solucao da equacao (12) é
facilmente obtida. Entretanto, outros modelos matematicos de
fenomenos fisicos, podem ser muito mais complexos e/ou ndo podem
ser resolvidos exatamente, ou ainda, exigem técnicas matematicas
mais sofisticadas que a algebra simples para sua solucao. Para ilustrar
um modelo mais complexo desse tipo, a segunda Lei de Newton pode

ser empregada para determinar a velocidade terminal de um

\Z .
7 l paraquedista. Nesse caso:
Fp du F
| g (13)
Figura 1.10 dt m
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1.1.2 — Modelagem Matematica

A forca resultante F € composta por duas forcas opostas: a forca gravitacional
(FD), orientada para baixo, e a forca de resisténcia do ar (Fu), orientada para

cima. Assim:

* Considerando como positiva a forca para baixo e utilizando a Segunda Lei de

Newton, a forca gravitacional pode ser escrita como

Fp =mg (15)
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* A resisténcia do ar pode ser formulada de diversas maneiras. Uma abordagem simples (mas nao necessariamente a mais

correta) é assumir que ela é linearmente proporcional a velocidade e age para cima, ou seja,

F, = —cu
Deste modo,

du mg—cu

dt m
ou simplificando,

du c

dt g mu

gue se constitui em uma equacao diferencial, cuja solucao analitica é:

u(t) = ? [1— e=(c/m)]

(16)

(17)

(18)

(19)
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* Exemplo: Um paraquedista de massa 68,1 kg salta de um balao estacionario de

ar quente. Utilize a equacao (19) para computar a velocidade momentos antes

da abertura do paraquedas. O coeficiente de arrasto tem valor de 12,5 kg/s.

Terminal velocity

40

v, mfs
[

20 —

13 /O 4 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 23

Prof.: Felipe R. Loyola




1.1.2 — Modelagem Matematica

Terminal velocity

. Approximate, numerical solution

40 —
@
E - -
= Exact, analytical solution
20
0 | | -
0 4 8 12
IS
}]@Hﬁiﬁiﬂﬂm i TMEC001 — Célculo Numérico
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* Nota-se, contudo, que a maioria dos modelos matematicos (que representam
fendmenos fisicos) nao pode ser resolvidas analiticamente. Nesse caso, a Unica

alternativa é desenvolver uma solucao numeérica que aproxime a solucao exata

(analitica).

- Métodos numeéricos sao aqueles nos quais os problemas matematicos sao

reformulados de forma que possam ser resolvidos por operacoes matematicos.

R e TMEC001 — Célculo Numéri
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1.1.2 — Modelagem Matematica

Caracteristicas tipicas de modelos matematicos do mundo

fisico:

1. Descricdo de um processo ou sistema natural em

termos matematicos.

2. ldealizacao e simplificacao da realidade. Um modelo
ignora detalhes despreziveis do processo natural e

concentra-se em suas manifestacoes essenciais.

3. Producao de resultados que podem ser reproduzidos e,

consequentemente, usados em protoétipos de previsao.

Clay tablet Babilénio YBC
7289 (c. 1800-1600 BCE)
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1.1.2 — Modelagem Matematica

« Razoes para o estudo de Métodos Numeéricos:

1.

Sao ferramentas extremamente poderosas na resolucao de problemas: sao capazes de lidar

com um grande numero de equacoes, nao-linearidades e geometrias complexas.

Durante a carreira, o profissional de engenharia frequentemente tera ocasiao de usar
pacotes comercias que envolvem métodos numéricos. O uso inteligente de tais programas,

contudo, depende frequentemente do conhecimento da teoria basica fundamental dos

meétodos.

Muitos problemas nao podem ser abordados utilizando programas comerciais. Neste caso,

torna-se conveniente o projeto do proprio programa para a solucao do problema.
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* Leis da conservacdo na engenharia

Field Device Organizing Principle Mathematical Expression
Chemical engineering i N Conservation of mass Mass balance:
— o —= | re—
A Reactors Input —~ Qutput
\.-l — L
—lgg
B .
G e Ul o i
Over a unit of time period
Amass = inputs - outputs
Civil engineering l Conservation of Force balance:
momentum +Ey
Structure T

-F, ~— @— +F,

-F,
At each node
3, horizontal forces (Fy) = 0
3 vertical forces (F,) = 0
Mechanical engineering Machine Conservation of Force balance: Upward force
C O > momentum 0
g/' gf_j]~} X =
N~ - Downward force

2
m C;T); = downward force — upward force

W TMECO001 — Céalculo Numérico
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1.1.2 — Modelagem Matematica

* Leis da conservacao na engenharia

Organizing Principle Mathematical Expression

Field Device
Mechanical engineering Machine
ko o
T/

Electrical engineering
r"ﬂ/" \/\T
- F
= =

T T T

Circuit

Conservation of Force balance:

momentum

Upward force
x=0

Downward force

2
m CC‘;T); = downward force — upward force

Conservation of charge Current balance:
+ip —@— —i
For each node 1 :
3 current (i} =0
+l'.2

Conservation of energy Voltage balance: 1R
W
iR =/ ™
k= _O¢
L AMA
i3R3
Around each loop
% emf's — £ voltage drops for resistors = 0
2e-2iR=0

IETIED  13/04/2020
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Definicao 1.14: Sejam E um conjunto e k um corpo. Supondo-se que em E esteja

definida uma operacao de adicao

XxX+yeEXE->x+y€EE (20)

e que esteja definida uma operacao entre os elementos de k e os elementos de £

(chamada multiplicacao por escalar):

(a,x) EkXE > ax €E (21)

Entdo E é um k-espaco vetorial em relacdo a essas operacOes se as seguintes

condicOes estiverem satisfeitas:

13 /O 4 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 30

Prof.: Felipe R. Loyola




1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear
Al)x+y=y+x,Vx EE
A2)(x+y)+z=x+(y+2),Vx,y,z€E
A3)3 6 (vetornulo) e E/x+0 =0+x=x,Vx€eE
AWVWxeE,3—xeE/x+(—x)=286
ml)a(x +y) =ax + ay,Va € k,Vx,y € E
m2)(a + B)x = ax + Bx,Va,B € k,Vx € E

m3)(af)x = a(Bx),Va,B € k,Vx € E

m4)l.x = x, VxeE
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Definicao 1.15: Seja E um espaco vetorial real. Sejam x,y elementos de E. Chama-se

produto escalar (ou produto interno) de x por y — em simbolo (x,y) ou x.y — qualquer

funcao definida em E X E com valores em IR, satisfazendo as seguintes propriedades:
P1) (x,y) = (y,x),Vx,y € E
P2 (x+v,z) =(x,z) + (y,2),Vx,y,z EE
P3) (Ax,y) = A(x,y),VAe R, Vx,y EE
P4) (x,y) =2 0e (x,x) = 0seesomentesex =0

Um espaco vetorial real E onde esta definido um produto escalar € chamado espaco

vetorial euclidiano real.
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Definicao 1.16: Seja E um espaco euclidiano real. Sejam x, y elementos de E. Diz-

se que x é ortogonal a y —simbolo, x L y —se e somente se (x,y) = 0.

* Teorema 1.17: Os vetores v¢, vy, -+, U,,, tais que
a)v; #0,i =1,2,---,m
b) (vi,vj) = 0,parai #j

Sao sempre linearmente independentes. Dito de outro modo: os vetores nao-

nulos vq,V,, -,V , dois a dois ortogonais, sdao sempre linearmente

independentes.
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Definicao 1.18: Seja E um espaco euclidiano de dimensao n. Se f4, f>, -, [,, sao

dois a dois ortogonais, ou seja, se (vi,vj) = 0, 1 # J, eles constituem uma base

de E, que sera chamada de base ortogonal.

* Teorema 1.19: Em um espaco euclidiano real E, qualquer que sejam x, y € E,

tem-se:
() < (x,0)W,y) (22)

com a igualdade valida somente se x e y sao linearmente dependentes. A

desigualdade da equacao (22) € chamada de desigualdade de Schwartz.
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

» Definicdo 1.20: Chama-se norma de um vetor x — em simbolo, ||x]|| - qualquer funcdo definida em um espaco

vetorial E, com valores em R, satisfazendo as seguintes condicoes:
N1) ||x]| = 0 e]|lx]|| = 0, se e somentese x = 0

N2) [|[Ax]|| = |A]||x||, para todo escalar A.

N3) [|x + vl < |lx]| l|y]| (desigualdade triangular)
um espaco vetorial E onde esta definida uma norma é chamado espaco vetorial normado.

SejamE = R" ex = (xq, x5, **, X, )t. Definem-se como normas no R":

a) Norma infinito: ||x]| . = 11r£1{a<>1(1|xi| (23)
b) Norma L1: ||x|l; = X1 |x;] (24)
¢) Norma L2: [|x|l, = /(x, x) (25)
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Observacoes

« 1) |Ix]l; = llx]| = +/(x, x) corresponde a nogdo intuitiva de comprimento ou médulo de um vetor

« 2) Se for utilizada a definicdo usual de produto escalar no R", entdo ||x||, = ||x|| = +/(x,x) = / n . x? =|lx|l¢, sendo chamada de norma

euclidiana.

X2 Vetores em R? com
(0,1)

norma L2 menor que 1

A
X3

Vetores em R?

com

norma Lee menor que 1

C& %,',',ﬁ ) x%\\\k\

‘xxx‘(’ “, N ";»«x

(0,1)

GG

&

=

: //(/\\\

% ]

7

7 i’

for—"

N %A ~\\\

('1:0) "

%x:x:x»%‘ N 7 X:\:

| 5

&
%% » \\% ik

7
bt
i
W

N N

R
8 oa

é.‘.‘.
%

s E & L 8 55{(
,:& %\:\:\§ '%:,:,:,&’ &\:\:\:§' %,: ggg%:\:
,’% &““‘%&XXXX‘%’/::%‘ x:““‘%;&n’&/’ Q‘\‘

(0;'1)

Vetores no primeiro
octante de R3 com

norma L2 menor que 1

(1,0,1)

Vetores no
primeiro octante

de R3 com norma

Lee menor que 1

“5(0,1,1)

,,,,,,,
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

» Definicdo 1.21: Duas normas ||:||4 e |||l sdo equivalente se existem constantes

k, e k, tais que:

kallxlla < lixllp < kallxllq (26)

* Definicao 1.22: A desigualdade de Schwarz pode ser escrita como:

|Ge, I < llxl[llyll (27)
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Definicdo 1.21: Chama-se norma de uma matriz A — sem simbolo, ||4||, qualquer

funcao definida no espaco vetorial das matrizes n X n, com valores em IR,

satisfazendo as seguintes condicoes:
m1l) ||A]| = 0 e ||A]| = 0 se e somente se A = 8 (matriz nula)
m2) ||AA]|| = |A|||A|| para todo escalar A
m3) ||A + B]|| < ||A|| + ||B]| (desigualdade triangular)

m4) ||AB|| < [[A[llIB]]

13 /O 4 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 38

Prof.: Felipe R. Loyola




1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Seja A uma matriz n X n. Define-se:

a) Norma linha: [|A|l, = max X7_ ‘aij‘
1<isn

b) Norma coluna: ||A]l; = max Y} 7» ‘aij‘

1<]<

(28)

(29)

c) Norma euclidiana ou de Frobenius: ||A]|; = \/Z?zlz}f‘zl a?

2. (30)
i]
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1.1.3 — Revisdo de Algebra Linear

* Como o caso de vetores, as normas de matrizes também sao equivalentes, isto €, satisfazem

uma relacao do tipo apresentado na Definicao 1.21, com o vetor x substituido pela matriz A.

* Deve-se observar, também, que em contraste com o que ocorre para vetores, a norma 2 (L2) e
a norma euclidiana de uma matriz nao sao iguais. Enquanto a norma euclidiana pode ser
facilmente determinada através da equacao (30), a norma L2 de uma matriz A é calculada

coOMmao.

IA| 2 — (.umax)l/z (31)

- onde [, é 0 maior autovalor de [A]T[A]. Tem-se que ||4]|, ou norma espectral é a norma

minima e, portanto, fornece a medida mais justa do tamanho.
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