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1.4 — Erros de Truncamento e Séries de Taylor

1.4.1 — A Série de Taylor

* O Teorema de Taylor e sua formula associada, a série de Taylor, sao de grande
valia no estudo de métodos numéricos. Em esséncia, a série de Taylor fornece
um meio para prever o valor da funcao em um ponto em termos da funcao e

suas derivadas em outro ponto
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1.4.1 — A Série de Taylor

* Se a funcao f e suas n+1 primeiras derivadas forem continuas em um intervalo

contendo a e x, entao o valor da funcao em x é dado por:

(57)
11(a) I (n)
f(x) =f(@)+ fPD(x —a) +f2, (x — a)? +f 3('a) (x —a)® + ---+f n,(a) (x—a)" +R,
sendo o resto definido por:
*(x —n)t
Ry = fa —f (n+(8)dt (58)
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1.4.1 — A Série de Taylor

* Onde t € uma variavel muda. A equacao (57) € chamada de série de Taylor ou féormula
de Taylor. Se o resto for omitido, o lado direito da equacao (57) € a aproximacao em
polindbmio de Taylor f(x). Em esséncia, o teorema afirma que qualquer funcao continua
e diferenciavel pode ser aproximada por um polindbmio. A equacao (58) é apenas uma
das maneiras, chamada de forma integral, nas quais o resto pode ser expresso. Uma
formulacao alternativa pode ser deduzida com base no teorema do valor médio para a

integral (Teorema 1.11)

Empregando-se o Teorema 1.11 a equacao (58), tem-se:

g®) =P egt) = fMD () (59)
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1.4.1 — A Série de Taylor

guando t varia de a a x, h(t) é continua e ndao muda de sinal. Portanto, se f("“)(t) for continua, entdo o teorema do valor

médio para integrais é valido e

x f+D(E)
Rn=J, (n+1)! (x +a)™ (60)

essa equacao é conhecida como a forma derivada ou de Lagrange do resto.

« Em geral, é conveniente simplificar a série de Taylor definindo um tamanho de passo h = x;,1- x;(= x — a), assim:

e, SR ()R f (xe)h"
fGrn) = fO) + f/Oh+ ——+ ———+ -+ + Ry (61)
onde o resto agora é:
. f(n+1)($;)hn+1
n (n+ 1! (62)
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1.4.1 — A Série de Taylor

* Os erros de truncamento sao aqueles que resultam do uso
de uma aproximacao no lugar de um procedimento
matematico exato. No caso da utilizacao da série de Taylor,
observa-se que existe o controle sobre o termo h da

equacao. Em outras palavras, é possivel escolher quao

longe de x se quer calcular f(x) e controlar o niumero de

termos incluidos na expansdao. Consequentemente, a Y x
h
equacao (62) em geral é expressa como: Figura 1.25
_ +1
R, = 0(h""") (63)
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1.4.1 — A Série de Taylor

onde a nomenclatura O(h™!) significa que o erro de
truncamento é da ordem de h™*?!, ou seja, o erro é proporcional
ao tamanho do passo h elevado a (n+1)-ésima poténcia. Embora
essa aproximacao nao tenha nenhuma implicacao no valor da
derivada que multiplica h™*1, ela é extremamente util para julgar
o erro comparativo de métodos numeéricos baseados em
expansoes em séries de Taylor. Por exemplo, se o erro for O(h),
dividir o tamanho do passa por dois fara com que o erro seja
dividido por dois. Por outro lado, se o erro for da ordem de O(h?),
dividir o tamanho do passo por dois fara com que o erro seja

dividido por quatro.

fix)

Slope = f'(¢)

-

Figura 1.26
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1.4.1 — A Série de Taylor

Teorema de Leibniz:
Seja uma série infinitac,-¢c, +c;-¢, + ...
1. Estritamente alternada
2. Cadatermo é menor, em modulo, do que o termo precedente
3. O limite dos termos é zero
Ent3o a série possui soma infinita

Quando a funcao em questao possui um ponto singular, entao existe uma regiao de

convergéncia infinita;
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1.4.1 — A Série de Taylor

Exemplo: As fungdes: sin x, cos x,e* ndo possuem pontos singulares em x € R, mas In x possui uma

singularidade em x = 0. Utilizando uma série de Taylor em torno de xy = 1. Determine a regiao de

convergéncia da séria, isto é, a regido em que a série pode ser utilizada para calcular In x. Além disso,

Inx & R parax < 0.

Solucao: Série de Taylor para In x:

— 2 _ 3 _ 4 _ 5
lnx=(x—1)—(x 21) _I_(X 31) +(x 41) +(x 51) .

Observa-se que para x = 4, por exemplo:

— 1)2 _1)3 __1)\4 __1)\5
ln4:(4—1)—(4 21) NS 31) NS 41) nS. 51) 4o
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1.4.1 — A Série de Taylor

Portanto, soma nao é finita, isto €, a série diverge e nao podera ser utilizada para
avaliar In 4. Verifica-se que a série é estritamente alternada Vx € R, porém cada
termo geral ¢,, somente sera menor, em médulo, do que o termo precedente se e

somentese x < 2. Noteque parax =2+ 0,onded > 0,6 € R.

o] (1 +8)m+

Cn+1 n+1 n

—_— — 1

|cnl (1+46)" ( +6)n+1
n
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1.4.1 — A Série de Taylor

Portanto, lim (1 + 5) — A55|m o teorema de Leibniz, nao é satisfeito e a série

n—-0o

nao converge para uma série finita. Desta maneira, esta série sO pode ser
utilizada para calcular o In x, quando 0 < x < 2, que é a regiao de convergéncia

da mesma.

Observa-se que, tendo avaliado o In 2 com esta série, pode-se utilizar uma outra
série de Taylor, obtida em torno de xy = 2, paracalcularolnx para2 <x <3 e

assim sucessivamente.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

Sequéncias Convergentes:

* Para encontrar a resposta aproximada de um problema por um procedimento numérico, um
programa de computador deve gerar uma sequéncia de numeros Xq,X,, X3, - que se
aproximem da resposta correta. Pode-se pensar, por exemplo, na raiz de uma equacao nao-

linear, no valor numérico da derivada ou integral definida de uma funcao complicada.

- Matematicamente, deseja-se que

lim x, = x (64)

n—>00

onde a sequéncia {x,} converge para o nimero real x, se dado por € > 0,3n, € Z* tal que

lx — x,,| < &,n =n,.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

“ . 1\" : , L
Exemplo: A equacao e = lim (1 + ;) define o numero irracional e (constante

n—>00o

. A 1\
de Euler). Se for utilizada a sequéncia x,, = (1 + ﬁ) em um computador, x; =

2. Prosseguindo os calculos, verifica-se para n = 1000, x990 = 2,716924.
Observa-se que, qguando comparado ao valor exato e = 2,7182818 ..., ainda se
verifica que |x — x1g900| = 0,00136 > 1073. Portanto, este é um exemplo de

sequéncia que converge lentamente para a resposta do problema.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

Exemplo: Considerando a sequéncia:

[ x]_:Z
) 1 1

Xn+1 :Exn+x_;(n >1)
k n

Verifica-se que ao realizar os calculos em um computador, x; =2 e x, = 1,414216.

Portanto, a resposta aproximada calculada por esta sequéncia se aproxima

rapidamente do valor exato da resposta esperada, isto é, V2 = 1,4142356 ...
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

Grande “O” e pequeno “0”:

* Uma técnica bastante comum de verificar a rapidez com gue uma sequéncia converge para um determinado valor é
conhecida como metodologia do grande “O” e do pequeno “0”. Trata-se de uma técnica que permite avaliar a taxa de
convergéncia de uma sequéncia qualquer a partir da comparacao direta com outra sequéncia cuja taxa de convergéncia é

conhecida, isto é, outra sequéncia de caracteristicas semelhantes a sequéncia sob analise.

« Sejam {x,} e {a,,} duas sequéncias diferentes, de caracteristicas matematicas semelhantes, onde se conhece a taxa de

convergéncia de {a,}. Para avaliar a taxa de convergéncia de {x,,}, consideram-se duas possibilidades>

* i) x, = O(a,,), se houver constantes c; e ¢, tal que |x,| < ¢; < |a,| quando n > c¢,. Entdo, se a,, # 0, para todo n, entdo

z—” permanece limitada quando n — . (65)
* ii)x,, = o(a,,), significa que lim (x—”) =0 (66)
n—oo \n
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

* O entendimento dessas duas defini¢des fica claro observando a situagao de x,, > 0 e
a, — 0. Observa-se que nao ha perda de generalidade nesta analise, uma vez que a
situacao genérica x,, - L, e a,;, = L,, onde L; e L, sao duas constantes quais que e
reduzida ao caso anterior criando duas novas sequéncias y,, = x,, —L; e b, = a,; —
L, . Verifica-se que y, -0 e [, =0, onde, também se conhece a taxa de
convergéncia f5,,, uma vez que, a taxa de convergéncia de a, € conhecida a priori.

Portanto, pelas equacoes (65) e (66), pode-se afirmar que:

* a)se x,, = O(a,,) = x,, converge para zero pelo menos tdo rapidamente quanto a,,, e

* b) se x,, = o(a,,) = x,, converge para zero mais rapidamente do que a,,.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

Exemplo: Considere as sequéncias a seguir e determine se elas possuem uma convergéncia lenta ou rapida através da
o A .1 A :
comparagdo com a sequéncia —, que tem uma taxa de convergéncia reconhecidamente lenta.

i n+1
. 2

o A .1
Solucao: Compara-se com a sequéncia - fazendo:

n+1
_ 72 n
lim = lim =1+#0
n—-oo l n—oo n
n

Portanto,

Isto é, lenta
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

IL.
nlnn

1
- 1
Solucdo: lim 2% = |im — = (

n—>00

1
n

1 .
=0 (—) Isto €, rapida.

n

Portanto,
nlnn

... 8 _
i, —+4™"
n

§+4—n 1
Solucdo: Ilim 2—= lim 8+ lim — =8 # 0
n-c n— 0o n—oo n4n

8 _ 1\ ..
Portanto, ~+ 47" =0 (;), isto é, lenta.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

* O conteudo dessa secao demonstrou a necessidade de se avaliar a rapidez ou a
taxa de convergéncia de um procedimento numérico iterativo no computador.
Propde-se, portanto, uma classificacao geral para as ordens de convergéncia de
procedimentos numeéricos iterativos com base no erro absoluto da solucao

procurada para o problema.

* Seja {x,,} uma sequéncia de numeros reais tendendo a x* (solugdo exata).

Apresenta-se a seguinte classificacao de ordens de convergéncia:
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

A taxa de convergéncia é pelo menos linear se houver uma constante ¢ < 1 e um inteiro N, tal

que:

|Xn41 — x7| < ¢l —x7[,(n = N) (67)

A taxa de convergéncia é pelo menos superlinear se d¢,, —» 0 e um inteiro N, tal que:

|xn+1_x*| Senlxn—x*l,(nZN) (68)

A taxa de convergéncia é pelo menos quadratica se 3C (ndo necessariamente menor do que 1) e

um inteiro N, tal que:

|xp+1 — x*| < Clx, — x*|,(n = N) (69)
iv. A taxa de convergéncia é pelo menos ordem «, se 3C, @ e um inteiro N, tal que:
|x,41 — x*| < Clx,, — x*|%, (n = N) (70)
13/04/2020 R lelo Numerico 20
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

* Definicao 4.1: Suponha que Ey > 0 indique um erro inicial e E,, represente a magnitude do

erro apos n operagdes sucessivas. Se E,, = CnkE,, onde C € uma constante independente de
n, entdo o crescimento do erro é chamado de linear. Se E,, ® C"E, para qualquer C > 1,

entao o crescimento do erro € chamado de exponencial.

O crescimento linear do erro normalmente é inevitavel, e quando C e E, sao pequenos, 0S
resultados sao geralmente aceitos. O crescimento exponencial do erro deve ser evitado, uma
vez que o termo C™ torna-se muito grande mesmo para valores relativamente pequenos de n.
Isso leva a imprecisdes inaceitaveis, a despeito do tamanho de E,. Como consequéncia, um
algoritmo que apresente um crescimento linear do erro é estavel, enquanto um algoritmo cujo

erro cresca exponencialmente é instavel
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

“ 10 “
- Exemplo: A equacao recorrente p,, = ~ Pn—1 — Pn—2,Paran = 2,3, ... tem a solugao:

1 n
Dy, = Cq <§> + c,3"

para quaisquer constantes c; e ¢,, na medida que

10 10 1\t 1\ 4

3 Pn-17 Pn2 = [C1 <§> + 023"_1] - lC1 <§> + ¢ 3"_2]
1\""%r101 10 1\"% /1

o <§> 33 1] 3T [?3 B 1] - A (5) <5> 3O

n
o)
173 9 2 Pn
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

1 ) 1\
Sepp=1lep, = > tem-se que ¢; = lec, =0,eassimp, = (5) para qualquer n. Suponde que para calcular a

sequéncia dada por essa equacao sejam utilizados valores numéricos com aproximacao de cinco digitos. Entao
Po = 1,00000 e p; = 0,33333, o que significa modificar as constantes para ¢; = 1,00000 e ¢, = 0,12500 X

10~°. A sequéncia {p,, }o, gerada é dada, ent3o por:

1 n
5. = 1,00000 <§> —0,12500 x 1075(3)"

E o erro de arredondamento,

Dy — P = 0,12500 X 107°(3)™

Cresce exponencialmente com n. Tal fato se reflete na grande imprecisao observada ja nos calculos dos primeiros

termos, conforme se pode visualizar a seguir.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

n_________|j,calculado

0 0,100000 x 10? 0,100000 x 10!

1 0,33333 x 10° 0,33333 x 10°

2 0,11110 x 10° 0,11111 x 10° 9x 1075
3 0,37000 x 1071 0,37037 x 1071 1x 1073
4 0,12230 x 1071 0,12346 x 1071 9x 1073
5 0,37660 x 1072 0,41152 x 1072 8 x 1072
6 0,32300 x 1073 0,13717 x 1072 8 x 1071
7 —0,26893 x 1072 0,45725 x 1073 7 x 10°
8 —0,92872 x 1072 0,15242 x 1073 6 x 10!
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

Por outro lado, a equagao recorrente p,, = 2p,,_1 — Pn—>, Para n = 2,3, ... tem a solugdao p,, = ¢; + c,n para quaisquer

constantes ¢, e ¢y, pois:

2Dp—1 — Pn-z =2[c; +con] —[ci+con]=ci2—-1D)+c,2n—2-2+4+2) =c¢; +cy,n =p,

1 N 2 N 2 .
sepo=1lep; = 3 @S constantes nessa equagdo ¢; = lec, = — 3, e entdo p, = 1-— M. Os cdlculos com arredondamento

para cinco digitos, nesse caso utilizam p, = 1,00000 e p; = 0,33333. Consequentemente as constantes c; e ¢, serao ¢; =

1,00000 e ¢, = —0,66667, com arredondamento para cinco digitos. Assim sendo:

p, = 1,00000 — 0,66667n

E o erro de arredondamento,
2
Pn — Dn = <0,66667 — §> n

gue cresce linearmente com n. Tal fato tem reflexos na estabilidade verificada a seguir.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

n_________|j,calculado

0 0,100000 x 10? 0,100000 x 10!

1 0,33333 x 10° 0,33333 x 10°

2 —0,33330 x 10°  —0,33333 x 10° 9x 1075
3 —0,10000 x 10*  —0,10000 x 10* 0

4 —0,16667 x 10* —0,16667 x 10* 0

5 —0,23334 x 10  —0,23333 x 101 4x107°
6 —0,30000 x 101  —0,30000 x 10? 0

7 —0,36667 x 101  —0,36667 x 10* 0

8 —0,43334 x 101  —0,43333 x 101! 2x107°

1 3 /O 4 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 2 6

Prof.: Felipe R. Loyola



1.4.2 — Ordens de Convergéncia

» Defini¢do 4.2: Suponha {f,},=1 uma sequéncia que sabidamente converge para zero {a,, },,—1, Uma sequéncia

que sabidamente converge para um numero «. Se existe uma constante positiva K, tal que:

|an_a| <K< |,3n|

para um valor de grande de n. Entdo diz-se que {a,},~; converge para @ com uma taxa de convergéncia assim:
a, =a+ 0(f5,).

Embora a definicdo permita comparar {a, },-; com uma sequéncia arbitraria {,,},-1, €m quase todos os casos

utiliza-se:

Pn=— (71)
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

- Exemplo: Suponha que, paran = 1,

o. = n+1ec,f __ n+3
n nz n n3

ainda que tanto o lim a,, = 0 quanto o lim &, = 0, a sequencia {&,} converge para

n—>00 n—>00

esse limite muito mais rapidamente do que a sequéncia {a,,}, quando utilizada uma

aproximacao por arredondamento para cinco digitos, conforme mostrado a seguir:

2,0000 0,75000 0,44444 0,31250 0,24000 0,19444 0,16327
&n 4,0000 0,62500 0,22222 0,10938 0,064000 0,041667  0,029155
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

: 1 5 1,
se for feito 5,, = —e b = —» Vé-se que:

n+1 n+n 1
la, — 0] = 2 = 2 =2E=2,Bn
R ~n+3 n+3n_ 1
|an_0| - n3 — n3 - ﬁ—Ll',Bn

e portanto
a —0+0(1)e& —0+0(i)
n — n n — n2
N . V4 . . \ A . 1 7 P
A taxa de convergéncia de {a,} para zero é similar a convergéncia de {;} também para zero, enquanto {&,,}

.. s AL s 1 . .
converge para zero a uma taxa similar aquela da sequencia {E}' d quaI converge para zero com muito mais

rapidez.
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

* Definicdo 4.3: Suponha quelllirrcl) G(h)=0 e }lirr(l)F(h) = L, se existe uma

constante K positiva para a qual |[F(h) — L| < K|G(h)|, para h suficientemente

pequeno, pode-se entdo escrever F(h) = L + O(G(h)).

As funcdées utilizadas para comparacdo geralmente tem a forma G(h) = hP, com

p > 0. Esta-se, assim, interessado no maior valor de p para o qual F(h) = L +

O (hP).
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1.4.2 — Ordens de Convergéncia

- Exemplo: O polindmio de Taylor de 32 grau do cosseno pode ser escrito como:

1 1 -
_ 1 _ 2 4
cosh =1 2h +24h cos é(h)

para valores de £(h) entre zero e h. Consequentemente

1 1 ~
— 2: — h4
cosh+2h 1+24h cos é(h)

esse resultado implica

1
cosh+§h2 =1+ 0(h%)

ja que [cosh +%h2 — 1‘ = ‘icos f(h)‘ h* < ih‘*. A implicacdo é que quando h — 0,cosh +%h2 converge

para seu limite 1, pelo menos t3o rapidamente quanto h* converge para 0.
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1.4.3 — Propagacao de Erros

* Funcoes de uma Unica variavel:

» Suponha que se tenha uma func¢do f(x) que dependa de uma Unica variavel
independente de x e que X seja uma aproximacao de x. Gostar-se-ia, entao,

estimar o efeito da discrepancia entre x e X no valor da funcao, isto &, gostar-

se-ia estimar:

Af (%) = |f(x) = f(2)] (72)
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1.4.3 — Propagacao de Erros

* O problema de calcular Af (X) é que f(x) é desconhecida, ja que x é desconhecido. Pode-se superar

essa dificuldade, no entanto, se X estiver proximo de x e f(X) for continua e diferencidvel. Se tais

condi¢Bes forem validas, a série de Taylor pode ser usada para calcular f(x) préximo de f(X) como

em

'@
2!

fO)=fE+fE0x-%)+ (x — %)%+ - (73)

* Desprezando-se os termos de grau maior ou igual a dois e reorganizando, obtém-se:

fx)=f&) = X —%)

ou

Af(X) = |f (D) (x — %) (74)
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1.4.3 — Propagacao de Erros

onde Af(X) = |f(x) — f(X)| representa uma estimativa do erro da funcdo e
Ax = |(x — X)| representa uma estimativa do erro de x. A equacdo (74) fornece
recursos para aproximar o erro em f(x) dadas a derivada da funcdo e uma

flx)

estimativa do erro da variavel independente.

True error
|fx)|Ax
Estimated error

O S VN ——

Figura 1.27 "
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1.4.3 — Propagacao de Erros

* Funcoes de mais de uma variavel:

- A abordagem precedente pode ser generalizada para funcdes que dependem de mais de uma variavel
independente. Consegue-se isso com a versao para diversas variaveis da série de Taylor. Por exemplo,
caso se tenha uma funcao de duas variaveis independentes u e v, a série de Taylor pode ser escrita

como

f(Uit1, Vig1)

0
= f(uy, v;) + of (ul+1i u;) + =

ov (vl+1i l)
(75)
o°f o’ f 02 f
2! ou? (i1 —u)* +2 dudv (Uir1, ) (W1, V1) + 902 (Wir1 — v)°
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1.4.3 — Propagacao de Erros

onde todas as derivadas parciais sao avaliadas no ponto i. Se todos os termos de segunda

ordem e de ordem mais alta forem desconsiderados, a equacao (75) pode ser reescrita como

af
av

a
Af (@, ) = (76)

onde Ati e AU sao estimativas dos erros em u e v, respectivamente

Para n variaveis independentes X{, X5, ..., X, tendo erros AXx;, AX,,...,AX, vale a seguinte

relacao geral:

of .. |or of
Af (X1, X9, o, Xp) = AXq + AxX, + -+ AX
f (%4, X, n) = axl axz axn n (77)
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1.4.3 — Propagacao de Erros

A equacao (77) pode ser usada para definir relacdes de propagacao de erros para

operacoes matematicas comuns:

T g

Adicao
Subtracao
Multiplicagao

Divisao

AT+ D)
A(ii — D)
A(Ti X D)

4(5)

Au + Av
Au — Av
|U|AD + |D| At

|U|AD — |T|AlL

7]

13/04/2020
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1.4.3 — Propagacao de Erros

~ , FL* ,
Exemplo: A deflexao y no topo do mastro de um barcoavela éy = o onde F é

uma carga uniforme (lb/pés), L é a altura (pés), E € o mdédulo de elasticidade
(Ib/pés?) e | é o momento de inércia (pés?). Faca uma estimativa do erro em vy

considerando os seguintes dados:

F =501b/pés AF = 2 1b/pés
L = 30pés AL = 0,1 pés
E=1,5x1081b/pés? AE = 0,01 x 108 Ib/pés?
I1=0,06pés? Al = 0,0006 pés*
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1.4.3 — Propagacao de Erros

Solucao: Usando a equacao (77), obtém-se:

Af(F,LE,T) = |— AF + |— AL + |— AE + |— Al

ou seja:

- .. L _ FI3 _ FL* _ FL* _
Af(F,LE ) =—=AF + —=AL + —==AF + —== Al
8ET 2E] 8E2] 8E >

Substituindo os valores apropriados, obtém-se

Ay = 0,0225 + 0,0075 + 0,00375 + 0,005625 = 0,039375

TMECO001 — Calculo Numérico
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1.4.3 — Propagacao de Erros

Portanto Ay = 0,5625 £ 0,039375, isto é, y esta entre 0,523125 e 0,601875. A

validade dessas estimativas pode ser verificada substituindo-se os valores extremos das

varidveis na equacao para gerar os valores extremos exatos de

= 48(29,9)° = 0,52407
Ymin = 8151 x 108)0,0606
52(30,1)*
— 0,60285

Ymax = 5149 x 108)0,0594

Logo, as estimativas de primeira ordem sao razoavelmente proximas dos valores exatos.
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1.4.3 — Propagacao de Erros

- Estabilidade e Condicionamento:

* O condicionamento de um problema matematico se relaciona com sua sensibilidade a variacbes em seus
valores de entrada. Diz-se que um calculo € numericamente instavel se as incerteza dos valore de entrada sao
brutalmente aumentadas pelo métodos numeérico. Essas ideias podem ser estudadas usando-se a série de

Taylor de primeira ordem. (76)
f) =&+ (D -X%)

* Essa relacdo pode ser empregada para se estimar o erro relativo de f(x) como em:

f) —f&)  fEkx—-%)

f)  — f®
* O erro relativo de x é dado por:
X —X
X
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1.4.3 — Propagacao de Erros

* Um numero de condicionamento pode ser definido como a razao desses erros relativos:

7f'(%) 77
@ 77

Numero de condicionamento =

* O numero de condicionamento fornece uma medida da extensa pela qual uma incerteza em
x € ampliada por f(x). Uma valor 1 diz que o erro relativo da funcao é idéntico ao erro relativo
em x. Um valor maior que 1 diz que o erro relativo foi ampliado, enquanto um valor menor
qgue 1 diz que foi atenuado. Funcdes com valores muito grandes sao ditas mal condicionadas.
Qualguer combinacao de fatores na equacao (77) que aumente o valor numérico do numero

de condicionamento tendera a aumentar as incertezas no calculo de f(x).
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1.4.3 — Propagacao de Erros

- Exemplo: Calcule e interprete o numero de condicionamento para

LT i
f(x) =tanx,para x _E_I_ 0,1 (2)

- _ T
f(x) =tanx,para ¥ = > + 0,01 (2)

Solucao: Para a funcao dada, o numero de condicionamento é calculado como

, .. Xsec?x
numero de condicionamento =

tan x
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1.4.3 — Propagacao de Erros

~ T T , .. 1,7279(40,86)
* Para x = > + 0,1 (E) ,humero de condicionamento = s —11,2

* Logo, funcao € mal condicionada. Para X =§+ 0,01 (g) a situacao € ainda

1,5865(4053)
= 11,2
—63,66

pior: numero de condicionamento =

Neste caso, a principal causa do mal condicionamento parece ser a derivada. Isso

. . . T .
faz sentido porque, na vizinhanca de ~ @ tangente se aproxima de valores

infinitos tanto positivos quanto negativos.
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1.4.4 — Erro Numérico Total

* O erro numérico total é a soma dos erros de truncamento e de
arredondamento. Em geral, a uUnica maneira de minimizar os erros de
arredondamento é aumentar o numero de algarismos significativos do
computador. Além disso, observa-se que os erros de arredondamento irao
aumentar por causa dos cancelamentos na subtracao ou de um aumento no

numero de calculos na analise.
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1.4.4 — Erro Numérico Total

- Em contraste, mostra-se que o erro de
truncamento pode ser diminuido reduzindo-se o
tamanho do passo. Como a diminuicao do
tamanho do passo pode levar a cancelamentos na
subtracao ou a um aumento nos calculos, os erros
de truncamento diminuirao enquanto os erros de
arredondamento aumentarao. Encara-se, entao, o
seguinte dilema: a estratégia para diminuir uma
componente do erro total leva a um aumento da

outra componente.

log error

Point of
diminishing
returns

log step size

Figura 1.28
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1.4.4 — Erro Numérico Total

* Controle de erros numeéricos:

* Na maioria dos casos praticos, nao se sabe o erro exato associado aos métodos
numeéricos. A excecao, obviamente, € quando se obtém a solucao exata, que
torna a aproximacao numeérica desnecessaria. Entao, na maior parte das
aplicacoes da engenharia, € necessario contentar-se com alguma estimativa do

erro nos calculos.
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1.4.4 — Erro Numérico Total

- Embora a analise de erros seja até certo ponto uma arte, existem diversas diretrizes

praticas de programacao que sao sugeridas:

o Deve-se evitar subtrair dois numeros quase iguais. Perda de significado quase

sempre ocorre quando isso ¢ feito;

o Reorganizar ou reformular o problema para evitar o cancelamento na subtracao;

o Utilizar aritmética com precisao estendida;

o Quando se somam ou se subtraem numeros, € melhor ordena-los e trabalhar com

0S numeros menores primeiro, pois tal conduta evita perda de significado.
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