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Motivacao

Anteriormente, aprendemos a seguinte formula:

B —b + Vb2 — 4ac
A= 2a

para resolver uma equacao de segundo grau da seguinte formula
fx) =ax?*+bx+c=0

Os valores calculados eram chamados de raizes da equacgdo, ou seja, os valores de x que,
guando substituidos, igualavam a equacao anterior a 0.

Embora a equagdo anterior seja de facil resolucdo, a obtengao das raizes de grande parte
das fungbes ndo e tdo simples. Por esse motivo, faz-se necessario a aplicagdo de
meétodos numericos
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Motivacao

Além do advento da computacao, existiam alguns métodos utilizados
para a obtencao das raizes das equacoes algébricas e transcendentais.

Para alguns casos, podia-se utilizar métodos diretos para a resolucao
dos problemas, para outros uma possivel solucao dava-se pela aplicacao
dos metodos graficos através da plotagem das funcdes. Tal método
fornecia uma solucao aproximada e de pouca precisao para o problema.

Outra solucao poderia ser através do famoso método de tentativa e erro
até que o “chute” fosse bom o suficiente para zerar a funcao em

guestao.
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Motivacao

Principios fundamentais utilizados em problemas de engenharia:

Principio Fundamental Variaveis dependentes Variaveis independentes Parametros

Balanco de calor

Balanc¢o de massa

Balanco de forcas

Balanc¢o de energia

Leis de Newton e de

movimento

Leis de Kirchhof

Temperatura

Concentragao ou quantidade
de massa

Magnitude e direcao das forcas

Mudanga nos estados das
energias potenciais e cineticas
no sistema

Aceleracgao, velocidade ou
localizacao

Corrente e ’gensc")es nos
circuitos elétricos

Tempo e posicao

Tempo e posic¢ao

Tempo e posicao

Tempo e posicao

Tempo e posicao

Tempo

Propriedades térm@cas do
material e geometria do
sistema

Comportamento quimico do
material, coeficientes de
transferéncia de massa e
geometria do sistema

Resisténcia do material,
propriedades estruturais e
geometria do sistema

Propriedades termofisicas,
massa do material e geometria
do sistema

Massa do material, geometria
do sistema e parametros de
dissipacao

Propriedades elétricas do
sistema
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Motivacao
Uma funcao pory =f(x) é algébrica e pode ser expressa pela forma

fa¥™ F fay T+ iy + fo =0
Polinomios sao uma classe de equacoes algébricas representados por:
fn(X) = ag + a;x + azx® + - + ax"

Uma equagdo transcendental, por sua vez, e ndo-algébrica. Incluindo fungdes
trigonomeétricas, exponenciais, Iogarltmlcas e outras.

Dos tipos comuns de problemas sao?
* A determinacao de raizes reais de equacoes algébricas e transcendentais
* A determinacao de todas as raizes reais e complexas dos polinOmios

13 /03 /2020 TMECOQl — Calculo Numérico 5

Prof: Felipe R. Loyola




2.1 Meétodos Intervalares
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2.1.1 — Meétodos Graficos

Um meétodo simples para obter uma estimativa da raiz da equacao f(x) =
0 é fazer um grafico da funcao e observar onde ela corta o eixo das

abscissas.

Esse ponto, que representa o valor de x para o qual f(x) = 0, fornece

uma estimativa inicial da raiz. Essas técnicas possuem valor pratico

limitado, pois nao possuem acuracia elevada
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2.1.1 — Meétodos Graficos

| )4

=T

J(x)

(D)

(d)

llustracdo de algumas maneiras em que a raiz pode
aparecer em um intervalo prescrito por um limite inferior x,
e um limite superior x,. (a) e (c) indicam que ambos f(x) e
f(x,) tem o mesmo sinal, logo pode ndo haver raizes ou ha
um nUdmero par de raizes no intervalo. (b) e (d) indicam que
a funcao possui diferentes sinais nos pontos inicial e final,
indicando um numero impar de raizes

J(x) 4 f(x) 4

llustracao de algumas excecdes dos casos ao lado: (a) varias
raizes aparecem quando a funcao é tangente ao eixo-x. Para
esse caso, embora os sinais sejam trocados nos limites
inferior e superior, existe um numero par de interseccoes
com o eixo-x no intervalo; (b) Funcao descontinua onde os
pontos limites de sinais trocados agrupam um numero par
de raizes. Algumas estratégias especiais sao utilizadas para
determinar as raizes nesses casos
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2.1.1 — Meétodos Graficos

- Exemplo: Considerando-se que a velocidade (u) de um paraquedista em queda
livre possa ser estimada através da seguinte funcao:

u(t) = ? [1 — e_(%t)]

em que g denota a aceleracao da gravidade, m a massa do paraquedista, ¢ o
coeficiente de arrasto e t o tempo. Pede-se para determinar o coeficiente de
arrasto necessario para que um paraquedista de massa de 68,1 kg tenha uma

velocidade de 40 m/s apds uma queda livre de 10s e um ambiente com aceleracao
da gravidade de 9,8 m/s?.
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2.1.1 — Meétodos Graficos

- Exemplo: Graficos computacionais podem ser utilizados para acelerar e
aprimorar os esforcos necessarios para localizar as raizes das funcoes. A funcao

f(x) = sen(10x) + cos(3x)

- tem diferentes raizes ao longo do intervalo de x = 0 e x=5. Utilize graficos
computacionais para melhor observar o comportamento da funcao.
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2.1.2 — Método da Bisseccao

* Conhecido também como meétodo de Bolzano ou método de truncamento
binario.

* Consiste em uma aplicacao do Teorema do Valor Intermediario. Assim:

“Seja f (x) uma funcao real e continua no intervalo de g até b. Se f (a) e f (b)
possuirem sinais opostos, ou seja, f (a) :f (b) <0, entao existe pelo menos uma
raizreal entreaeb.”
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2.1.2 — Método da Bisseccao

* O método da bissecao € um tipo de método de busca incremental no qual o
intervalo & sempre dividido pela metade.

- Se uma funcao muda de sinal em um intervalo [a, b], calcula-se o valor da funcao
em seu ponto medio.

* A posicao da raiz é entao determinada como sendo o ponto médio do
subintervalo no qual a mudanca de sinal ocorre.
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2.1.2 — Método da Bisseccao

ALGORITMO

PASSO 1: Escolher os limites inferior (x|) e superior (x, ) como "chutes" para encontrar a
raiz da equagao de maneira que o sinal seja trocado durante esse intervalo. Isso pode
ser checado por meio da confirmacao que: f(x)*f(x,) <0

PASSO 2: Uma estimativa da raiz é determinada por:
X + Xu
X =
r 2
PASSO 3: Faca a seguinte avaliacao para determinar em qual subintervalo a raiz se
encontra:

a) Se f(x,) f(x,) < 0, a raiz esta no subintervalo inferior. Portanto, faga com que x, = x, e
retorne ao PASSO 2;

b) Se f(x,) f(x.) > 0, a raiz se encontra no subintervalo superior. Portanto, faga com que
X, = X, e retorne ao PASSO 2,

c) Se f(x)) f(x,) = 0, a raiz tem o valor de xr, encerre os calculos.
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2.1.2 — Método da Bisseccao

2.1.2.1 Critério de Parada e Estimativa de Erro

Uma estimativa do erro que nao dependa do conhecimento prévio da raiz pode

ser obtida pelo erro relativo aproximado €, :
antigo
x;wvo — X, g

€q = novo
Xr

onde os indices novo e antigo se referem a iteragao atual e a iteragao anterior: x,
é a raiz calculada. O valor absoluto é usado porque, em geral, o interesse recai
no modulo de €, em vez do seu sinal. Quando g, torna-se menor do que um

critério de parada prévio (especificado) €., param-se os calculos.
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2.1.2 — Método da Bisseccao

2.1.2.1 Critério de Parada e Estimativa de Erro

Embora o erro aproximado nao forneca uma estimativa exata do erro verdadeiro
(€7), 0 erro aproximado €, captura a tendéncia geral de €. Pode ser demonstrado
que €, sera sempre maior que &; para o método da bissec¢ao. Logo, quando g, cai
abaixo de g, (tolerancia), pode-se parar os calculos com a confianca de que a raiz €
conhecida pelo menos tao acuradamente quanto o nivel aceitavel pré-especificado
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2.1.2 — Método da Bisseccao

2.1.2.2 Estimativa do numero de iteracoes

Dada uma precisao €, e um intervalo inicial [a,,b,], € possivel saber a priori
guantas iteracoes serao efetuadas pelo método da bisseccao até que se obtenha
b—a < .. Tem-se que:
bp-1—Qx-1  br—2—ar-» by —a

2 2 2K
Deve-se obter o valor de k, tal que b, —a, < g, ou seja:

by —a by —a
— ——— - klog(2) > log(by — a,) — log(e;)

by — ay =

<g -2k >

€s

log(by — ap) — log(es)
log(2)
Portanto, se k satisfaz a equacao acima, ao final da iteracao k tem-se o o intervalo

k >

[a,,b,], que contém a raiz x,, tal que Vx € |ay, by| = [x — x| < b, — ay < &
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2.1.3 — Método da Falsa Posicao

Embora o método da bisseccao seja uma técnica perfeitamente valida para
determinar raizes, sua abordagem do tipo “forca bruta” é relativamente
ineficiente. A falsa posicao € uma alternativa baseada na percepcao grafica.

Uma deficiéncia do metodo da bisseccao é que, na divisao do intervalo de x, a x,
em metades iguais, nao sao levados em consideragao os mddulos de f(x|) e f(x,).
Por exemplo, se f(x) estiver mais préximo de zero que f(x,), sera provavel que a
raiz esteja mais proxima de x, do que de x,. Um meétodo alternativo que explora
essa percepgao grafica é ligar f(x,) e f(x,) por uma reta. A intersec¢ao dessa reta
com o0 eixo X representa uma estimativa melhorada da raiz. O fato de a
substituicao da curva por uma reta dar uma “falsa posicao” da raiz € a origem do
nome.
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f{x} '\

2.1.3 — Método da Falsa Posicao

Utilizando a semelhanca de triangulos,
a interseccao da reta com o eixo X
pode ser calculado por:

fOa)  flxy)
Xr — X1 Xy — Xy
que, pode ser reescrita como:

f Gy ) Gy — )
f(xl) o f(xu)

Xy = Xy —

TTIE 13/03/2020
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2.1.3 — Método da Falsa Posicao

A equacdo anterior € a férmula do Metodo da Falsa Posicao. O valor de x,
calculado substitui, entdao, qualquer das duas aproximacgdes iniciais x, ou x, que
forneca o mesmo sinal que f(x,). Dessa forma, os valores de x, e x, sempre
delimitam a raiz verdadeira. O processo é repetido até que a raiz seja estimada
adequadamente.

Embora um método como o da Falsa Posicao seja quase sempre superior a
bisseccao, invariavelmente ha casos que violam essas conclusdes gerais. Uma das
grandes fraguezas do método da falsa posicao € que ele é unilateral, ou seja,
conforme as iteracoes continuam, uma das extremidades do intervalo tera a
tendéncia de permanecer fixa. Isso pode levar a convergéncia insatisfatoria,
particularmente para funcdes com curvatura significativa.
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2.1.3 — Método da Falsa Posicao

10 —
Bisection
6 T e :
: Comparacao dos erros relativos entre os
s L métodos da bisseccao e o da falsa posicao
% False position
a 1072 —
z
1072 —
1074 —
I I I I I [
0 3 6
lterations
13 /03 /2 02 O TMECO001 — Calculo Numérico 20

Prof: Felipe R. Loyola



2.1.3 — Método da Falsa Posicao

Exemplo: Considere a mesma equacao apresentada anteriormente (em um
exemplo), ou seja:

667,33
f(C) — - [1 _ 8—0,146843C] — 40

Determine, pelos métodos da Bisseccao e Falsa Posicao, a raiz (zero) da funcao,
empregando como critério de parada uma tolerancia €, = 0,5%. Inicialmente,
empregue como limites do intervalo de calculo os valores de c=12 e c= 16.
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2.1.3 — Método da Falsa Posicao

Exemplo: Empregue o método da Bisseccao e o método da Falsa Posicao para

localizar a raiz de f(x) =x*—1, entrex=0ex=1,3.
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