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2.2 Métodos Abertos
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2.2 — Métodos Abertos

Bissecgao - Nos meétodos intervalares, a raiz era localizada

flx) 4
dentro de um intervalo prescrito por um limitante

inferior e superior. As aplicacoes repetidas desses

x meéetodos sempre resultam em estimativas mais

proximas do valor verdadeiro da raiz. Tais métodos

sao ditos convergentes porque se aproximam da raiz

verdadeira a medida que os calculos prosseguem.
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2.2 — Métodos Abertos

7 4 Diverge

* Em contraste, os métodos abertos sao baseados em

formulas que exigem apenas um unico valor inicial de x

ou dois valores iniciais que nao delimitam

necessariamente a raiz. Como tal, em algumas vezes

divergem ou se afastam da raiz verdadeira a medida que i ¢
os calculos prosseguem. Quando os métodos abertos

convergem, entretanto, eles em geral o fazem muito

mais rapidamente que os métodos intervalares.

Converge
I

13 /03 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 4

Prof: Felipe R. Loyola




2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

- Como mencionado anteriormente, os métodos abertos usam uma formula para

prever a raiz. Tal formula pode ser reduzida para a iteracao de ponto fixo
simples (ou também chamada de iteracao de um ponto, substituicoes
sucessivas ou aproximacgoes sucessivas) reescrevendo a equagdo f(x) = 0 de

modo que x esteja isolado no lado esquerdo da equacao:

x = g(x) (01)
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

* Pode-se conseguir essa transformacao ou por manipulacao algébrica ou
simplesmente somando x em ambos os lados da equacao original. A utilidade da
equacao anterior (01) é que ela fornece uma formula para prever um novo valor
de x e funcao de um valor x anterior. Portanto, dada uma aproximacao inicial
para a raiz x, a equagao anterior pode ser usada para calcular uma nova

estimativa x,,,, expressa pela formula iterativa.

Xi+1 = g(x) (02)
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

* Exemplo: Usar o Método da Iteracao de Ponto Fixo para localizar a raiz de:

f(x) =e*—x

Solugao: A funcao pode ser separada diretamente na forma da equacao (02)

— p— X
Xi+1 = €
i X; £a (%) £ (%)
0 0 100.0
I 1.000000 100.0 /6.3
2 0.367879 171.8 35.1
3 0.692201 469 221
4 0.5004/73 38.3 11.8
5 0.606244 17.4 6.89
6 0.545396 11.2 3.83
7 0.570612 560 2.20
8 0.560115 3.48 1.24 (02)
Q 0571143 1.93 0.705
10 0.5648/79 1.11 0.399
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

Convergéncia

- Tomando-se a equacao iterativa do método

Xiv1 = g(x;) 103)
e supondo-se que a solucao verdadeira seja (04)
Xy = g(xr)

ao se subtrair as equacoes obtém-se
Xr — Xip1 = 9 (%) — g(x;)
* O Teorema do Valor Médio para derivadas afirma que , se a funcao g(x) e a sua

primeira derivada forem continuas sobre um intervalo a £ x £ b, entao existe pelo
menos um valor de x = ¢ dentro do intervalo tal que:

_g) —g(a)
9&) ==——_

(05)

(06)
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

» O lado direito dessa equacdo ¢é a inclinacdo da reta ligando g(a) e g(b). Logo, o
Teorema do Valor Médio afirma que existe um ponto entre a e b que tem uma
inclinagdo denotada por g'(¢é) que é paralela a reta ligando g(a) a g(b).
Fazendo-se, entao, a = x; e b = x,,, o lado direito da equac¢ao anterior (06) pode
Ser expresso como:

gQxr) —g(x;) = (e — x;)g'(§) (07)
* Se o erro verdadeiro para a i-ésima iteracao for definido por
Eii = xr — x; (08)

- Ent30 a equacdo acima torna-se:
Eiiv1 =9 (EE; (09)
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

* Consequentemente, se |g'(é)| < 1, os erros diminuem a cada iteracdo. Para
19" ()] > 1, o erro cresce. Observa-se também que, se a derivada for positiva, os
erros serao positivos e, portanto, a solucao sera monotona; se a derivada for

negativa os erros oscilarao.

* Um desdobramento da analise é que ela também demonstra que, quando o
meétodo converge, o erro € aproximadamente proporcional e inferior ao erro no

passo anterior. Por essa razao, a iteracao do ponto fixo é dita linearmente

convergente.
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

* A descricao grafica da convergéncia e da divergéncia do método do ponto fixo é

feita com o auxilio do método grafico das duas curvas. Neste caso, se f;(x)
f>(x), pode-se separar a equacdo em duas componentes: y;= f1(x) e y,

f>(x). Neste caso, os valores de x correspondentes as interseccOes dessas

funcdes representam as raizes da funcao original.

Convergentes

. -
Monotona

Oscilante

Y =x

(b)

Divergentes

¥

2 = g(x)

Mondtona

Oscilante

(c) (d)

¥
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2.2.1 — Iteracao de ponto fixo simples

Algoritmo do Método de Iteracao de Ponto Fixo
FUNCTION Fixpt(x0, es, imax, iter, ea)
xr = x0
iter = 0
DO
xrold = xr
xr = g(xrold)
iter = iter + 1
IF xr # 0 THEN
Xr — xrold
Xr

€d =

- 100

END IF
[F ea < es OR iter = imax EXIT
END DO
Fixpt = xr
END Fixpt
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

* Talvez seja a formula mais amplamente utilizada para localizar um zero de funcao
seja a equacao de Newton-Raphson. Se a aproximacao inicial da raiz for x,, pode-
se estender uma reta tangente a partir do ponto [x;, f(x;)]. O ponto onde essa

tangente cruza o eixo x usualmente representa uma estimativa melhorada da raiz
flx) 4

Slope = f'(x,)
fa) b

r f(l;‘} -0

oy
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

* O meétodo de Newton-Raphson pode ser deduzido com base em sua
interpretacao geométrica (ou alternativamente, empregando-se a série de
Taylor). Graficamente, a primeira derivada em x é equivalente a:

) —0
fr(x) = fx) (10)
Xi = Xi+1
gue pode ser reorganizada para fornecer
o = s — fCx;)
+1 — M f’(xi) (11)

A equacao acima é chamada de formula de Newton-Raphson.
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

* Alternativamente, empregando-se a série de Taylor, tem-se:

fxivn) = fFO) + O (x40 —x) + fz—(,g) (X1 — x;)* (12)

onde ¢ esta em algum ponto do intervalo de x. a x.,,. Uma versdao aproximada é obtida

truncando-se a série apos o termo da primeira derivada:

flxivr) = fOx) + o)1 — %) (13)
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

A equacao (13) pode ser reescrita como

f(x;)
- f(x;) (14)

Xi+1 = X

que é idéntica a formula de Newton-Raphson (11). Além da deducao, a série de Taylor
também pode ser usada para realizar uma estimativa do erro da formula, o que se

consegue percebendo que, se a série de Taylor completa fosse empregada, seria obtido

um resultado exato.
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

* Nessa situacao, x;,; = X, ha qual x. é o valor verdadeiro da raiz. Substituindo essa

valor junto com f(x ) = 0 na equag¢ao (12) obtém-se:

f"(f)

(x, — x;)° (15)

0 f(xl) + f (xl)(xT T xl) +
* A equacao (13) pode ser substituida da equacao (15) fornecendo:

f'(¢)

o1 (x; —Xi)z (16)

0= f"(x;)(xp — X31) + ——

NETEn TMEC001 — C4lculo Numérico
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

Erros no Método de Newton-Raphson

* Percebendo-se que o erro € igual a discrepancia entre x;,, e o valor verdadeiro de

X, COMo em

Etiv1 = X — Xi41 (17)

tem-se que a equacao (16) pode ser expressa por:

0= FC)Eeias + 12 (Er) 18
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

- Supondo—se a convergéncia, ambos os valores de xi e ¢ deveriam eventualmente ser

aproximados pela raiz x, e a equag¢ao (18) pode ser reorganizada para fornecer

_f"(xr) (Et,i)z

Et,i+1 — Zf,(xr) (19)

* De acordo com a equacao acima, o erro é aproximadamente proporcional ao quadrado do erro
anterior. Isso significa que o numero de casas decimais corretas aproximadamente dobra a

cada iteracao tem comportamento € chamado de convergéncia quadratica.
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

Armadilhas do método de Newton-Raphson

Embora o método de Newton-Raphson seja em geral muito eficiente, ha situacdes nas
qguais ele apresenta um desempenho insatisfatorio. O ponto em comum de todas as
situacdes, contudo, é o fato de a derivada da funcao f(x) ser nula ou apresentar um

valor proximo a zero. Citam-se como exemplos dessas situacoes:
Raizes multiplas
Proximidades de pontos de inflexao

Proximidades de maximos ou minimos (globais ou locais)

TMECO001 — Célculo Numérico
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2.2.2 - O Método do Newton-Raphson

flx) 4 flx) 4

Exemplos

f{.l] '

f{.l] '

(d)

- Nao existe critério geral de convergéncia para o método de Newton-Raphson. Sua
convergéncia depende da natureza da funcao e da precisao da aproximacao inicial Deve-se,
assim, garantir que a aproximacao inicial esteja “suficientemente” proxima da raiz, embora

para algumas funcdes nenhuma aproximacao funcionara.
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2.2.3 — O Método da Secante

* Um problema em potencial na implementacao do método de Newton-Raphson é
o calculo da derivada. Embora isso nao seja inconveniente para muitas funcoes,
como polinomios, para outras o calculo das derivadas pode ser extremamente
inconveniente ou dificil. Nesses casos, a derivada pode ser aproximada por uma
diferenca dividida regressiva, como em:

f(xi—l) _ f(xl) (20)

Xi—1 — X

flx) =
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2.2.3 — O Método da Secante

* Essa aproximacao pode ser substituida na equacao (11)

et para fornecer a seguinte equacao iterativa

. f(xi)(xi—1 — X;)
foo) —fly (2

A equacao acima é a formula do Método da Secante. Deve-

flx;)

Xi+1 = X

flx; )

* se notar que a abordagem exige duas estimativas iniciais de

X. Porém, como nao é exigido que f(x) mude de sinal entre
as estimativas, ele nao é classificado como um meétodo

intervalar.
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2.2.3 — 0O Método da Secante

Diferenca entre os métodos da secante e falsa posicao

* Comparando-se as equacoes iterativas dos métodos da falsa posicao e da secante, observa-se
gue as mesmas sao idénticas em ambos os casos, sao utilizadas duas estimativas iniciais para
calcular uma aproximacao da inclinacao da funcao que é utilizada para projetar para o eixo x
uma nova estimativa da raiz. Entretanto, uma diferenca critica entre os métodos é a forma
com que um dos valores iniciais € substituido pela nova estimativa. Enquanto no método da
falsa posicao garante-se que as duas estimativas empregadas sempre delimitam a raiz, no
método da secante ha a substitui¢cdo dos valores em sequéncia escrita, isto &, o novo valor x,,,

substitui x; e o valor de x; substitui x, ;. Em certos casos, isso pode levar a divergéncia.
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f(_x] A

False position

flx) fi(x;)

flx)4

2.2.3 — O Método da Secante

Secant

vista de impedir a

convergeéncia.

13/03/2020

TMECO001 — Calculo Numérico 25
Prof: Felipe R. Loyola

* Embora o método da secante possa ser
divergente, quando ele converge, usualmente,

o faz a uma taxa mais rapida do que o método

x da falsa posicao. A inferioridade do método da
falsa posicao resulta de uma extremidade
permanecer fixa para continuar a limitar a raiz.
Essa propriedade, que € vantajosa do ponto de
divergéncia,

desvantagem com relacao



2.2.4 — Raizes Multiplas

* Uma raiz multipla corresponde a um ponto onde a funcao é tangente ao eixo x. Isso causa algumas

dificuldades para muitos métodos numéricos:

i. O fato de a funcao nao mudar de sinal em raizes de multiplicidade par impede o uso dos métodos
intervalares confiaveis, de modo que a analise deve recair nos métodos abertos, sujeitos a

divergéncia.

ii. Um outro problema possivel esta relacionado ao fato de que nao so f(x), mas também f’(x) vai a
zero na raiz. Isso introduz problemas tanto no método de Newton-Raphson quanto no da secante,
uma vez que ambos contem a derivada (ou sua estimativa) no denominador. Uma forma simples
de contornar esse problema baseia-se no fato de que f(x) sempre atingird zero antes de f’(x).
Portanto, se uma verificacao do zero for incluida no programa, os calculos podem ser parados

antes de f’(x) atingir zero.
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2.2.4 — Raizes Multiplas

iii. E possivel demonstrar que os métodos de Newton-Raphson e da secante s3o linearmente (ao invés
de quadraticamente) convergentes para raizes multiplas. Foram propostas formas alternativas

(modificadas) para contornar tal problema, como empregar as seguintes formulacdes:

f(x;) (22)
Xiy1 = Xj —M—
ik l f(x)
onde m é a multiplicidade da raiz, ou ainda
fO)f ()

= AT — FG)f () 23

entre outras expressées
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2.2 — Exemplos

- Exemplo: Considere a equacao

667,38
f(C) — - [1 _ 6—0,146843C] — 40

solucionada anteriormente pelos métodos da bisseccao e da falsa posicao.
Resolva-a também utilizando os métodos do ponto fixo, Newton-Raphson e
secante, empregando como critério de parada €, = 0,5%. Como estimativa inicial

para os métodos de Newton-Raphson e do ponto fixo empregue x, = 12, no caso

do método da secante, utilize x, =12 e x, = 16.
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2.2 — Exemplos

- Exemplo: Determine a raiz positiva de:

fO)=x*-1

Empregando os métodos da bisseccao, da falsa posicao, de Newton-Raphson e da
secante. Empregue o intervalo inicial [0 ; 1,5] para os métodos da bisseccao e da
falsa posicao, a estimativa inicial x, = 0,01 para o método de Newton-Raphson e os
valores de x,= 0 e x,=1,5 para o método da secante. Em todos os casos, empregue

uma tolerancia de 1012,

TMECO001 — Célculo Numérico
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