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3.0 Sistemas Lineares e Notacoes
Matriciais
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3.0.1 Motivacao

* No capitulo anterior, determinamos o valor de x que satisfazia a equacdo f(x) =
0. Agora, iremos trabalhar na obtencao dos valores x4, x5, ..., X,;, que resolvem

simultaneamente as equacodes abaixo:

fi(x1, %5, ..., x,) =0

fz(xl, X9, ....,xn) =0 (01)

fn(xl' X2y wee) xn) —
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3.0.1 Motivacao

* Em um sistema de equacOes algébricas lineares, tal conjunto de equacbes é

representado da seguinte forma:

A11X1 + QX + -+ aypXy = by
Ar1X1 + Arpxy + -+ Aypxy, = by,
: (02)
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3.0.2 Revisao Matematica

- Notacao matricial:

Uma matriz consiste em um arranjo retangular de elementos representados por um unico simbolo:

a1 Q12 Q13 A1m
a1 QAq13 A3 Aom
4] =
_anl Anz An3 Anm |

Um conjunto horizontal de elementos € chamado de linha e o vertical de coluna. Atribui-se o subscrito i

pelo numero da linha e o subscrito j pelo numero da coluna.
Para uma matriz com n linhas e m colunas chama-se de matriz com dimensao n x m ou matriz n por m.

Uma matriz com n = 1, € chamada de vetor linha e uma matrizcom m =1 € chamada de vetor coluna. Por

fim, uma matriz em que n = m é chamada de matriz quadrada.
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3.0.2 Revisao Matematica

* Tipos especiais de matrizes quadradas

Chama-se de matriz simétrica uma matriz quadrada onde a;; = a;; para todos /’s e j’'s, como por exemplo:

5 1 2
[A]=137]
2 7 8

Uma matriz diagonal é uma matriz quadrada onde todos os elementos externos a diagonal principal sao nulos,
assim:

a;, 0 0 0-
0 ay 0 0
0 0 az O

0 0 0 ay

Uma matriz identidade é uma matriz diagonal onde todos os elementos da diagonal principal tem valor unitario,
logo:

[A] =

1 0 0 O]
o1 0 o
1= 0 0 1 0
0 0 0 1.
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3.0.2 Revisao Matematica

O simbolo [I] é usado para denotar uma matriz identidade.

Uma matriz triangular superior é aquela onde todos os elementos abaixo da diagonal principal sdo nulos, assim:

a1 Q12 Q13 Aq4

0 az; azs ag
Al =
[4] 0 0 azz3 aszy
0 0 0 ays

Similarmente, uma matriz triangular inferior é aquela onde todos os elementos acima da diagonal principal sdao nulos, logo:

a, 0 0 0
az;1 Qyy 0 0

Al =
4] azq dzpy dAzs 0

Agq1 Agp As3 Qyqa

Por fim, uma matriz de banda tem todos os elementos nulos, com exce¢ao da banda centrada na diagonal principal, como por exemplo a matriz de banda 3 abaixo, também

chamada de matriz tridiagonal:

aiq ain 0 0

[4] = Az Qzp Ay O
0 asz; azz as
0 0 Qg3 Ayy
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3.0.2 Revisao Matematica

* Regras de operacao com matrizes

* Seja a soma de uma matriz [A] com a matriz [B], ambas com dimens&do n x m., e com elementos a;; e b;;, respectivamente. A matriz resultante [C] tem

como elementos (c;;) a soma dos elementos das matrizes mencionadas. Logo:

Cij = al-j + bU

parai = 1,2,...,nej = 1,2,...,m. Similarmente, a subtracdo de duas matrizes, [E] menos [F] por exemplo, a matriz resultante [D] é obtida pela subtracio

dos elementos correspondentes:

di; = e+ fij
parai =1,2,..,nej=12,..,m.
Cita-se como propriedades da soma e da subtracao:

Ambas sao comutativas, logo:
[A] + [B] = [B] + [A]

Ambas sao associativas, ent3o:
([A] + [B]) + [c] = [A] + ([B] + [CD)
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3.0.2 Revisao Matematica

* Regras de operacao com matrizes

A multiplicacdo de uma matriz [A] por um escalar g é obtida pela multiplicacdo de cada elemento de [A] por g, assim:

(ga11 gaqiz2 ... gQqy]
gaz1 gazy; ... gdary
Al = . . .
R R
9an1 9anz Aan

A matriz resultante do produto de duas matrizes, [C] = [A][B] tem seus elementos definidos por:

n

Cij = Z ik byj

k=1
onde n é o numero de colunas da matriz [A] e o nimero de linhas da matriz [B]. Esse produto sé poderd ocorrer quando a
condicdo de que o nimero de colunas da matriz [A] seja igual ao nimero de colunas da matriz [B] for satisfeita. Assim, se a

matriz [4] tiver dimensdes n x m e a matriz [B] for m x |, a matriz resultante [C] terd dimensdes n x I.
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3.0.2 Revisao Matematica

* Regras de operacao com matrizes

Caso as dimensoes das matrizes sejam adequadas, a multiplicacao de matrizes € associativa
(lAllBDIC] = [A](IBILCD)

e distributiva

Entretanto, a multiplicacao de matrizes geralmente nao é comutativa

[AllB] # [B][A]

Embora a multiplicacao de matrizes seja possivel, a divisao de matrizes nao € uma operacao
definida.
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3.0.2 Revisao Matematica

Se a matriz [A] for quadrada e n3o-singular, existe uma matriz [A]~! chamada de matriz inversa de [4], em que:
[A][A]~" = [A]~M[A] = [1]

Logo, a multiplicacao de uma matriz por sua inversa é andloga a divisao, levando-se em conta que um numero dividido por ele mesmo é igual a 1.

Seja uma matriz [4], de dimensdes 4x4, do tipo:

[A] =

A operacao de transposicao das linhas em colunas e colunas em linhas resulta em sua matriz transposta. A transposta da matriz acima é exemplificada

como:

a a a a
[A]T — 12 22 32 42

13 /O 4 /2020 TMECO001 — Calculo Numérico 11

Prof: Felipe R. Loyola




3.0.2 Revisao Matematica

O traco de uma matriz é dado pela soma dos elementos da sua diagonal principal, sendo definido por tr[4] e computado por:

tr[A]l = ) ay

n
i=1
O trago de uma matriz € usado nos calculos de seus autovalores.

Por fim, uma ultima manipulacao de matrizes a ser mencionada seria a matriz aumentada. Essa operacao é realizada pela adicao de coluna(s) a uma matriz.

Por exemplo, seja a matriz de dimensdes 3x3 abaixo:

a1 a2 Aaq3
[A] = |a21 a2 a3
azq1 AQaszy dszz

Podemos aumentar a matriz acima com uma matriz identidade resultando em uma matriz de dimensdes 3 x 6. O resultado é expresso por:

ai1 a2 a1311 0 O
[A] =21 a2 ax3(0 1 0
az1 Qaszz assl0 0 1
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3.0.3 Representacao de Sistemas Lineares em forma matricial

Um sistema linear pode ser expresso pela equacao:

[Al{X} = {B}
onde [A] é a matriz quadrada de coeficientes da forma:
A11 Q12 Q13 Qi
(4] = dz1 A13 dz3 A2m
_anl Anz Anz - Anm |
{B} é um vetor coluna de constantes com dimensodes n x 1
(B} =[by by .. by
e {X} é o vetor coluna de variaveis:
XMW =[x1 Xo .. Xp]
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3.0.3 Representacao de Sistemas Lineares em forma matricial

Uma forma de se obter a solucao do sistema através da obtencao das variaveis do

vetor {X} é multiplicar cada lado da equacao pela matriz inversa de [A]. Assim
[A]7H[Al{X} = [A]*{B}
Logo, a equagao se torna:
{x} = [A]7*{B}
Como a obtencao de uma matriz inversa nao é algo tao simples de se fazer, os

meétodos numeéricos serao uteis através dos recursos computacionais para se obter

os valores das variaveis do vetor {X} que resolvem o sistema linear algébrico.
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