CAPITULO 5

Instabilidade estrutural: o problema de flambagem

5.1. Introdugao

O termo flambagem muitas vezes é empregado equivocadamente para significar a deflexdo de uma viga. A flam-
bagem é um fenémeno de instabilidade estrutural que no caso de uma coluna carregada sob compressao leva a flexao
da coluna, dai, presume-se, a origem do sentido equivoco do termo.

No Capitulo 4, foi feito um breve comentario sobre a instabilidade estrutural, quando se estudou energia poten-
cial. L& se viu que se energia potencial observa um ponto de minimo em relagdo as componentes de deslocamento
generalizado, entdo esse ponto corresponde a uma posicao de equilibrio estavel da estrutura submetida ao especifico
carregamento. Caso o ponto seja de sela ou de méximo, o equilibrio é instavel, isto é, qualquer pequena perturbacao
(alteragdo das componentes de deslocamento generalizado) leva a estrutura a buscar outra posi¢ao de equilibrio, se
houver, o que, para uma coluna carregada sob compressao, leva a uma configuracao flexionada no novo ponto de
equilibrio.

FiguraA 5.1. Coluna idealizada: energia potencial versus angulo

Veja-se um exemplo simples. Precisamente uma coluna rigida suportada na base por uma mola de tor¢ao, conforme
ilustra a Figura 5.1. Para avaliar a energia potencial do sistema, deve-se ter em conta que o ponto A de aplicagao da
forga F' pode descrever uma trajetéria circular em torno do ponto O, ou seja, o deslocamento de A terd componentes
horizontal e vertical dadas respectivamente por:

w = Lsind (5.1)
v = L(1—cos®) (5.2)

Considere uma configuracdo qualquer da coluna, indicada pelo angulo # na Figura 5.1. Af a energia potencial em
relacdo a configuracao de referéncia (coluna na posicao vertical) é expressa como (Equacao 4.162):

k76?

E,=U—-Fv= — FL(1 — cosf) (5.3)

Logo, a energia potencial do sistema ¢é funcao de 6.
O sistema alcanga o equilibrio no ponto de estacionariedade da energia potencial, ou seja, onde:

%Ep = kTe() — FLsin 90 =0 (54)

Conclui-se, portanto, que o equilibrio ocorre em 6y = 0, como era de se esperar.
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100 5. INSTABILIDADE ESTRUTURAL: O PROBLEMA DE FLAMBAGEM

Convém agora investigar sobre a estabilidade do ponto de equilibrio, isto é, verificar se 8y = 0 é um ponto de
maéximo, de minimo ou de sela. Para tanto, faz-se necessario observar o sinal da derivada de segunda ordem da energia
potencial no ponto de equilibrio:

2
%Ep oo (kr — F'Lcos®) o = kr — FL (5.5)
Da Equagao 5.5, observa-se que o sinal da derivada de segunda ordem de F), depende dos parametros kr, L e
F. Supondo os dois primeiros fixos, obtém-se duas possibilidades para a for¢a F', indicadas na Tabela 1. O grafico
da Figura 5.2 ilustra o comportamento da energia potencial como funcio do angulo de inclinacio para F < k=

L
(estabilidade) e F' > 2T (instabilidade).

2
Condicao dd% Topologia Tipo de sistema
1 F< kTT >0 ponto de minimo estavel
2 F>k <0 ponto de miximo instavel

L
TABELA 1. Condicgoes de estabilidade para a coluna idealizada

0,2

0,1+

-0,1

-0.2

-0,3

_0’4_
FicuraA 5.2. Coluna idealizada: energia potencial versus angulo
5.2. A férmula de Euler para colunas bi-apoiadas

Deixando de lado uma situac@o idealizada, vai-se considerar uma coluna bi-apoiada, conforme a Figura 5.3. A
energia de deformacgao envolve neste caso a parcela de forca axial e a de flexao. Quanto a primeira, tem-se:

L ar2 L
N EA 2
dr = — ()" d 5.6
o= [ ) (56)
e quanto a segunda:
EI o)
; 2EI / (5.7)

de modo que a energia potencial da viga bi-apoiada é:

E, —/ EA ? da +/ B v")* da — F h(0) (5.8)
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A J

FicuraA 5.3. Coluna bi-apoiada

onde h(0) é o deslocamento horizontal do ponto de aplicacao da forga F'.
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Sobre h(0), deve-se observar que ele é o resultado de dois efeitos sobrepostos, quais sejam, os efeitos da deformacao
axial e da flexdo da viga. O primeiro é simplesmente denotado por u(0). J& o segundo requer o auxilio da Figura 5.4
que mostra o “encurtamento” axial sofrido pelo elemento infinitesimal de coluna. Portanto, o “encurtamento”da coluna
devido exclusivamente a flexao torna-se numa aproximacao de segunda ordem, tendo em conta que # é suficientemente

pequeno:

L LGQ
/ (1—cos<9)dx%/ —dx
0 0o 2

vh

Fi cos B dx

(1 - cos 6 dx)
dx }<7

=y

F1GURA 5.4. Detalhe da projegao axial de um elemento infinitesimal da coluna

Desta forma, a energia potencial pode ser rescrita como:

L
EA 1 EI
E, = E,(u,v) = / EA s pd — Ly - B w)?) de
0 2 2 2
A primeira variacao da energia potencial é !:
L
SE, = / (EAU 6u' + (ETV" 60" — Fo' §v')) dz — Féu(0)
0

L
= / (EAY + F) §u' + (EI0v" v" — Fv' §v')) dx
0

na qual se empregou a seguinte relagao na passagem da primeira para a segunda linha:

Lod
5u(0):—/ F— dudzx
0 dx
E a sua segunda variagao:

1Veja como obter o primeiro e o segundo variacionais de um funcional no Apéndice F.

(5.9)

(5.10)

(5.11)

(5.12)
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8°E, = /0 ! (EA (6u')? + EI(5v")* — F (51/)2) dx (5.13)

Retornando a primeira variacao da energia potencial, Equagao 5.11, a fim de estudar o ponto de equilibrio do
sistema, ou seja, a estacionariedade da energia potencial, § £, = 0, integrando por partes duas vezes o primeiro termo
e uma vez o segundo termo do segundo parénteses, obtém-se:

L L
SE, = / (EAY' + F) 6u'dx + / (EIV"" + Fv") dvdx +
0 0
L L L
+ (EIV" 6v")y — (ETv" 6v), 0

— (Fv' v) (5.14)

No segundo membro da Equagao 5.14, no terceiro termo, EIv” é o momento fletor M, que é nulo em z = 0 e
x = L; e ov(0) = dv(L) = 0 devido as restri¢oes dos apoios. Com isto, chega-se finalmente a:

L L
SE, = / (EAY + F) 6u'dz + / (EIV"" + Fv") dvdx (5.15)
0 0

Como as variagoes du e dv s@o quaisquer, resulta da estacionariedade do variacional da energia potencial no
equilibrio do sistema (0E, = 0):

d
e:
d* F d?

Apés duas sucessivas integracoes da Equagio 5.17 no intervalo [0, L] pode-se chegar & sua forma alternativa:

d? F

- —_ = 1
a2’ T Er =0 (5.18)
que pode ser também obtida pela substituicao do momento fletor —F v na equagao da linha elastica de uma viga de

Bernoulli, conforme ilustra a Figura 5.3. A solugao desta tltima é:

v = Asen (A\x) + B cos(Az) (5.19)
onde:
F
= — '2
A EI (5:20)

Aplicando agora as condigbes de apoio a Equagao 5.27, determinam-se a constante B e o parametro A:

V)pmo=0=B =0 (5.21)
nm
Ve =0= A= =2 n=123. .. (5.22)

Logo, a expressao final da linha eldstica no equilibrio do sistema é:

v = Asen (mr%) (5.23)

Resta agora verificar a estabilidade deste equilibrio. Para tanto, retornando ao segundo variacional da energia
potencial do sistema, Equagao 5.13, no ponto de equilibrio do sistema, quando a relacao entre a forga F' e a rigidez a

xr
flexdo ETI é bem definida, e fazendo, por exemplo, du = 0 e jv = Asen (nw z), resulta apds substituicao que:

A’ET [F z
§’E, = —n'n? 73 / cos (2 mrz> dx =0 (5.24)
0
Logo, fica mostrado que nesses pontos de equilibrio nao hé estabilidade do sistema.
Para se conhecer a forga critica na iminéncia da instabilidade requer-se umas consideragoes sobre a razao F/EI
nas situagoes de equilibrio, i. e.:
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n?m?

Sen =0, tem-se v =0, E, = E,(u) e consequentemente o equilibrio seria estével, como se verifica pela Equacao 5.13
ao se cancelarem os termos em v. Pela Equacdo 5.25, para o valor de n = 1 tem-se o menor valor da for¢a F' (primeira
critica), excetuando-se a for¢a nula, que nao tem sentido nesta andlise. Portanto, a forca critica de flambagem (ou

instabilidade) da coluna é:

T2 ET

Tz

que é a chamada Formula de Fuler para colunas concentricamente carregadas a compressao.
Fisicamente pode-se descrever o fendomeno do seguinte modo. Carregando-se a coluna muito lentamente observa-se

de inicio nenhuma flexdo da mesma. Quando a forga atinge o valor dado pela Equagao E.20, a coluna admite flexao,

bastando para tanto qualquer minima perturbagéo para que isso ocorra e o sistema se desestabilize (ou se flexione)

para nao retornar mais a configuracao nao flexionada.

F.. = (5.26)

COMENTARIO 5.1. Abaizo da primeira critica o sistema ndo admite flexdo, consequentemente a correspondente
parcela da energia potencial € identicamente nula e o equilibrio na configuracdo reta da coluna € estdvel. Uma pergunta
que vem o mente aqui € sobre o que ocorre com o sistema se a forca for maior que a primeira critica. Primeiro deve-se
observar que o carregamento da coluna € gradativo, partindo do zero até o valor final da for¢a aplicada. Logo, se a
forca final aplicada for maior que a primeira critica, ela necessariamente deve passar pelo valor critico que € quando
o sistema perde a estabilidade e adquire movimento, ou seja, uma dindmica prépria que pode afetar drasticamente o
problema. O que se deve enfatizar € que o sistema deixa o equilibrio estatico a partir da primeira critica.

5.3. A férmula de Euler para uma coluna submetida a outros apoios

Como visto na segao anterior, obteve-se a expressao da carga critica de flambagem para uma coluna bi-apoiada.
Pode-se mostrar que para diversas condigoes de apoio a féormula de Euler, Equagao 5.26, se repete a menos de um
coeficiente dependente do modo como a coluna se apoia. Assim, a carga critica de flambagem de uma coluna qualquer
submetida a carga de compressao concéntrica é dada pela formula de Euler generalizada:

2
Bl
Fo = 5.27
- = RDP (5.27)
onde K ¢é o o fator de comprimento efetivo.

O quadro da Figura 5.5 relaciona o fator de comprimento efetivo, K, da féormula de Euler generalizada a cada

condicao de apoio da coluna.

B K=0,7
F '§ E
B K=0,5
: \
~ L >

F1GURA 5.5. O coeficiente K para diversas condigoes de apoio

ExEMPLO 5.1. Uma coluna de ago simplesmente engastada de 100 mm de comprimento deve receber uma carga
concéntrica em compressao. O perfil da coluna é do tipo chato e tem suas dimensoes 4 x 20 mm?. Qual a carga critica
da coluna? Admita o mddulo de elasticidade do aco igual a 200 G Pa.
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SOLUGAO. E o caso de aplicagdo quase que direta da férmula de Euler. Porém, alguns cuidados fazem-se necesséa-
rios. Primeiro, quanto ao emprego correto do fator K. Por se tratar de uma coluna simplesmente engastada, este fator
é igual a 2. Segundo, qual deve ser o momento de inércia a ser empregado em dita férmula? Sabe-se que hé tantos
momentos de inércia de drea quantos forem os eixos passantes pelo centréide. Obviamente aquele que leva a carga
critica ao valor mais baixo na férmula de Euler é o que deve ser empregado, logo, deve-se substituir ai o momento de
inércia minimo, que, por inspecdo da simetria do perfil, é 1.07 - 10710 m?.

Apoés essas consideragoes, obtém-se a carga critica a flambagem da coluna:

72200 - 109 - 1.07 - 10710
Fo = =21 kN 5.28
22.0.1002 (5.28)

5.4. A férmula de Euler rescrita

Para que se possa incluir no problema de flambagem a falha do material, requer-se que a féormula de Euler seja
rescrita. A partir da sua forma generalizada, escrevendo o momento de inércia em termos da édrea e do raio de giracao
da secao transversal da coluna tem-se:

m2EAr?
F., = ——— 5.29
ou, rearranjando os termos:
F,, 2R
Gop = = = = (5.30)
A K2 (L)

onde o, é a tensao normal critica média na segdo, K é o fator de comprimento efetivo e L/r é o indice de esbeltez
da coluna. As Figuras 5.6 e 5.7 mostram o comportamento da tensdo critica como fun¢do do indice de esbeltez para
diversos valores do fator de esbeltez e tipos de materiais respectivamente. Observe o comportamento da hipérbole de
Euler & medida que estes parametros variam.

3, % 10%
2, 10%
G, (Pa)
1, 10%
0 T T 1
0 100 200 300
L
r
1
——K=2- K=1——K==
2

FIGURA 5.6. Gréfico de o, versus L/r para diversos valores de K

A partir dos gréficos das Figuras 5.6 e 5.7, pode-se comparar a tensao critica com a tensao de escoamento do
material.

5.5. Correcao da féormula de Euler para o regime plastico do material

A férmula de Euler depende diretamente do mdédulo de elasticidade do material. No regime eldstico, ele nao
varia. No entanto, no regime plastico, ele depende da proépria tensao normal, conforme ilustra o grafico da tensao
versus deformacao da Figura 5.8 (a esquerda). Em consequéncia, o comportamento da férmula de Euler ji nao é bem
representado por uma hipérbole, mas segundo uma pardbola, conforme a mesma figura (a direita).
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3,%x 10%7

2,% 108

G, (Pa)

1,x 108

FIGURA 5.7. Gréfico de o, versus L/r para o aco e o aluminio
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esquerda, o diagrama o X €. A direita, o diagrama tensao versus indice de esbeltez

Ficura 5.8. A
5.6. Dimensionamento de colunas concentricamente carregadas

O comportamento da carga critica a flambagem apontado no grafico da Figura 5.8 esclarece o que preconiza a
Norma AISC quanto a carga admissivel em colunas de ago concentricamente carregadas. Assim, esta Norma estabelece
a férmula de Euler para colunas longas e uma férmula quadratica para colunas curtas. O indice de esbeltez que define

o2 E
i (5.31)

<KL> _c,
r Oe

a transicao de um tipo a outro de coluna é definido como:

onde o, € a tensao de escoamento do ago.
Para indices de esbeltez compreendidos entre C, e 200, a Norma propoe:
2
™k
Cody = —————— (5.32)
1.92 (£L)?

Ja para aqueles compreendidos entre 0 e C,:
KL\ 2
(5.33)

Oe
1-0.5
Ce

Oadm = —
S

onde s é o coeficiente de seguranga dado como funcao do indice de esbeltez:
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3
5 3XEL 1 [ KL
s=-+-"-——-| =L 5.34
3 8C. 8 (Cc ( )
Ao dimensionar uma coluna de ago & flambagem deve-se ter em conta, obviamente, que nao se dispoe previamente
do indice de esbeltez, o que obriga o projetista a assumir a hipétese de que o indice de esbeltez esteja entre C, e 200,
obtenha as dimensoes da coluna, e, com estas, verifique a hipdtese. Caso ela se verifique, a coluna estd dimensionada.

Do contrario, devera empregar a Equagao 5.33. Se ao dimensionar a coluna, o indice de esbeltez se encontrar acima
de 200, o dimensionamento seque da imposi¢ao do indice de esbeltez igual a 200.

ExXEMPLO 5.2. Utilizando a Norma AISC, dimensione uma coluna bi-engastada de 4.40 m para resistir a uma
carga concéntrica de 150 kN, conforme indicado na Figura 5.9. Empregue um perfil do tipo S. Sdo dados para o ago
o modulo de elasticidade igual a 200 GPa e a tensdo limite de escoamento igual a 250 M Pa.

150 kN

4,40 m

150 kN

FiGURA 5.9. Coluna em aco a ser dimensionada

SOLUGAO. A coluna é bi-engastada, logo K = 0.5. O indice de esbeltez de transi¢do, C., é dado por:

[2m2F [272200.109
C, = = =126 5.35
Oc 250.106 ( )

Para o indice de esbeltez nao exceda 200, é necessario que o raio de giragao obedeca:

KL 0.5-4400
r> —— =
~ 200 200
Logo, todo perfil S que tiver raio de giragao minimo inferior a 11 mm é desprezado na selegao.
Com o auxilio de uma tabela de perfis S, monta-se uma planilha eletronica como a que segue, Tabela 2, para
a selegdo do perfil adequado a coluna. Na referida planilha, Ay é a drea nominal do perfil, A é a drea calculada a
partir da tensado admissivel fornecida pelas férmulas da Norma AISC, s ¢ o fator de seguranga e (A9 — A)/A(%) é o
percentual de drea nominal excedente relativamente a calculada. O perfil que apresentar o menor valor deste ltimo
é o escolhido, logo, para a coluna em questao, seleciona-se o perfil 150 x 18.6 m

11 mm (5.36)

EXEMPLO 5.3. A coluna abaizo, Figura 5.10, deve suportar uma carga concéntrica de 100 kN. Dimensione para
esta coluna um tubo cilindrico em ago com razdo entre espessura de parede e raio externo de 1/10. Sdo dados para o
aco 0o modulo de elasticidade e a tensdo de escoamento iguais a 200 GPa e 345 M Pa, respectivamente.

SOLUGAO. A coluna é simplesmente engastada, logo K = 2. O indice de esbeltez de transi¢io, C., é dado por:

[on2E 1272200.109
Ce Oc 345.106 07 (5.37)

Para o indice de esbeltez nao exceder 200, é necessario que o raio de giracao obedeca:
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TABELA 2. Planilha de célculo para selecao de perfil de coluna

KL 2-200
r>——=
— 200 200
A area da secao transversal do tubo pode ser escrita como:

o200 mm

=2mm

FiguraA 5.10. Coluna em ago a ser dimensionada

Ao—A
AO Tmin Oadm A A

Perfil S | (mm?) | (mm) C. | £ s | (MPa) | (mm?) | (%)
610x179 | 22770 39.2 | 125.66 | 56 | 1.82 123 1215 | 1774
610x157.6 | 20060 40.3 | 125.66 | 55 | 1.82 124 1205 | 1564
610x149 | 18970 32.4 1 125.66 | 68 | 1.85 115 1299 | 1360
610x134 | 17100 33.1 | 125.66 | 66 | 1.85 116 1288 | 1228
610x118.9 | 15160 34.1 | 125.66 | 65 | 1.84 118 1273 | 1091
510x141 | 18000 33.9 | 125.66 | 65| 1.84 118 1276 | 1311
510127 | 16130 34.5 1 125.66 | 64 | 1.84 118 1268 | 1172
510112 | 14260 29.4 | 125.66 | 75 | 1.86 110 1359 949
510x97.3 | 12390 30.3 | 125.66 | 73 | 1.86 112 1339 825
460x104 | 13290 27.5|125.66 | 80 | 1.87 106 1410 843
460x81.4 | 10390 28.9 | 125.66 | 76 | 1.87 109 1371 658
380x74 9480 26.3 | 125.66 | 84 | 1.88 104 1449 554
380x 64 8130 27.2 | 125.66 | 81| 1.87 106 1419 473
31074 9480 26.3 | 125.66 | 84 | 1.88 104 1449 554
310x60.7 7740 27.0 | 125.66 | 81| 1.88 105 1425 443
310x52 6640 24.9 | 125.66 | 88| 1.89 100 1504 342
310x47.3 6032 254 | 125.66 | 87| 1.88 101 1483 307
250% 52 6640 22.9 | 125.66 | 96 | 1.90 93 1609 313
250%37.8 4806 24.2 112566 | 91| 1.89 98 1536 213
200x 34 4368 20.3 | 125.66 | 108 | 1.91 82 1824 139
200x27.4 3484 21.1|125.66 | 104 | 1.91 86 1744 100
18030 3794 18.7 | 125.66 | 118 | 1.92 73 2046 85
180x22.8 2890 19.5 | 125.66 | 113 | 1.91 78 1923 50
150x25.7 3271 17.1 | 125.66 | 129 | 1.92 62 2416 35
150x18.6 2362 17.9 | 125.66 | 123 | 1.92 68 2204 7
130x22 2800 15.8 | 125.66 | 139 | 1.91 50 2972 -6
130x15 1884 16.4 | 125.66 | 134 | 1.91 56 2671 -29
100x14.1 1800 14.5 | 125.66 | 152 | 1.90 36 4204 -57
100x11.5 1452 14.8 | 125.66 | 149 | 1.90 39 3803 -62
75x11.2 1426 13.1 | 125.66 | 168 | 1.87 14 | 10488 -86
75%8.5 1077 13.3 | 125.66 | 165 | 1.88 18 8421 -87

100 kN

107

(5.38)
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A = W(CQ—CZ):WC2( —03>

= 7 (1 - (CeC: t>2> = mc? <1 - <1 - ;>2> (5.39)

a qual, uma vez substituindo a razao entre espessura e raio, se torna A = 0.60c?. O momento de inércia de drea, de
forma andloga, pode ser escrito como:

4
_ T T4
I = 4(06 cz) 406(1 c‘é)

%ci (1 - (Ce:>4> = gc;* <1 - (1 - ;)4> (5.40)

que por sua vez, ao substituir a razio entre espessura e raio, se torna I = 0.27¢*. Finalmente, o raio de giracio da
Secao se escreve:

I ¢ c?
= =42 +e2=/1+ 2
" A et 2 +02

C Ce — 1 2 [ t 2
41 ° = 24/1 1—— 5.41
2 +( Ce > 2 +< Ce) ( )

que, uma vez substituida a razao entre espessura e raio, resulta r = 0.67c¢,.
Para o dimensionamento propriamente dito, primeiramente se admite C, < % < 200 e se emprega a correspon-
dente expressdo proposta pela Norma AISC:

P mFE m2EI
adm = —_—— = 5.42
Jadm T4 T 102K T 1.92K2L2A (5-42)
o que implica:
1.92PK2L?
I = - .4
m2FE (5.43)

ou:

[PK2L?
. = 1.63{ —— 5.44
C 7T2E ( )

que, uma vez substituindo os dados, resulta c, = 15 mm.
E necesséario verificar se a hipétese assumida é valida. Para tanto, deve-se calcular o indice de esbeltez e compara-lo:

KL  2-200

06715
Portanto, a hipdtese é invélida, devendo-se, pois, recorrer & outra expressdo sugerida pela Norma. Antes de mais, o
coeficiente de seguranga sera estimado a partir do indice de esbeltez recém-obtido, ou seja:

=40 < C, (5.45)

5 340 1 403

A expressao da tensao admissivel é:

P o, K212
Oadm = A" 5 (1 - W) (5.47)

Substituindo os termos na expressao acima e isolando o raio externo, obtém-se:

P K22
Co = \/ > (5.48)

0.600,  0.90C2

Levando os valores a equacao acima, obtém-se ¢, = 30 mm. O novo indice de esbeltez é:
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KL 2-200

=92 4
T 0.67 - 30 0 (5.49)

E o novo coeficiente de seguranca:

5 320 120
=4t 17 5.50
*T378107 8107 (5.50)
Recorrendo novamente & Equacao 5.48 obtém-se ¢, = 29 mm. Verificando os novos indice de esbeltez e coeficiente de
seguranca:

KL 2200
r 0.67 - 29 (5:51)
21 1213
- 0y =17 (5.52)

38107 8107
Logo, a solucao convergiu, e as dimensoes da secao transversal sao c. =29 mm et =29 mm =

5.7. Colunas excentricamente carregadas: a férmula da secante

A férmula de Euler supoe carregamento concéntrico, isto é, a linha de agao da forga em compressao coincidente
com a linha de centréides das segoes transversais da coluna. Na pratica nao é bem assim, pois ocorre excentricidade
no carregamento. Vai-se agora estudar este caso.

Considere uma coluna carregada excentricamente como ilustrado na Figura 5.11. Nela é evidenciada a excentri-
cidade, e, e, a direita, sdo mostrados os esforcos internos numa segao qualquer identificada pela coordenada xz. O
momento que ai aparece ocorre no plano de excentricidade, formado pela linha de agdo de F e a linha de centréides
da coluna. Tem-se, pois, a equagao diferencial da linha eldstica dada igualmente como:

!
L.

[—— ) ——>

AN

le— e —»

=

Ficura 5.11. Coluna excentricamente carregada

d? F

Novamente, fazendo A2 = F//EI, a solugdo é da forma:

v = Acos(Az) + Bsin(Ax) (5.54)
e a rotacao ao longo da viga:
d .
0= V= —AAsin(Ax) + AB cos(Az) (5.55)

As condigoes que determinam as constantes A e B sdo impostas pelo apoio e pela simetria do problema, a saber:
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v(0) = A=e (5.56)
L L L
(=) = B)\COS(L) - e)\sin(/\—) =0 (5.57)
2 2 2
resultando:
A=e (5.58)
AL
B= etan(7) (5.59)
A expressao da linha eldstica deformada torna-se:
AL
v=e (tan(2) sin(Ax) + cos()\x)> (5.60)
A deflexdo méxima, que ocorre em x = L/2, é:
Umax = esec(—) (5.61)

2

A maéxima tensao, de compressao, também ocorre nessa mesma se¢ao, onde o momento fletor é maximo e vale Fugysx.
Assim, tendo em conta a superposicao da carga axial com a flexao:

F Mméxc - F F'Uméxc -
mix = Gt S AT g - (5:62)

_ B e (&) A (E,/i)
A r2 sec 2 T A r2 sec r\V 4EA

Nesta tultima expressao a forga axial aparece como argumento de secante, dai o nome formula da secante para colunas.

Para efeito do cdlculo de flambagem, a razao F/A que verifica omsx = 0. na férmula da secante é a tensdo critica
(aparente). Se ainda é desejdvel trabalhar com um coeficiente de seguranga, s, ou, o que é equivalente, com uma
tensao admissivel, 0,qm, basta substituir a tensdo critica na férmula da secante por so.qm. Resulta entao:

ec L [s0.dm
Oc = SOadm (1—1—7“2560(7“1/ 4; ))

A solugdo da Equacdo 5.63 requer o recurso a um método numérico, como o método da secante apresentado
no Apéndice D. No entanto, algumas observacoes, mesmo assim, sdo benvindas para o correto emprego do método
numérico e sao apresentadas a seguir.

Antes de mais nada, seja f : 0 +— f(0),0 € [0,04]:

14 Cogeo(Z, 59 -
So 7"28607" 1E Oe

Onde o extremo direito do dominio de f, oy, é aquele valor de o que faz com que o argumento da secante seja igual

(5.63)

flo) = (5.64)

a /2. Os limites de f sdo 0., para o tendendo a 0, e co, quando o tende a m2E/sK? (%)2 (férmula de Euler), ou
quando o argumento da secante tende a 7/2 pela esquerda.

EXEMPLO 5.4. A coluna mostrada na Figura 5.12 deve suportar uma carga de 100 kN com excentricidade de
50 mm. Dimensione um tubo cilindrico de razao espessura-raio igual a 1/10 para um coeficiente de sequranca igual a
2. Sao dados o mddulo de elasticidade e a tensao de escoamento do material 200 GPa e 250 M Pa, respectivamente.

SOLUGAO. As expressoes da drea e do raio de giracao da sec¢ao transversal podem ser aproveitados do Exemplo 5.3,
ou seja, A = 0.60c? e r = 0.67c.. A férmula da secante, Equacio 5.63, pode ser rescrita a fim de contemplar a carga e
a area da secao transversal:

(5.65)

s P.am ec L /sPiam
% T A (HﬂSGC(rV AEA )>

Substituindo os valores:
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50 mm
|

~
7N

FiguraA 5.12. Coluna em ago a ser dimensionada

2.100 - 10° 0.050¢ 6 2.100 - 103
250 - 10° = 1 -
0.60c2 ( T 05 ¢ <0.67ce \/4.200 109 .0.60c§>>

e rearranjando os termos obtém-se a equagao:

ce (750¢? — 1) — 0.11 sec (0'0258) =0
CE

Seja:

f(e) = ¢ (750¢ — 1) — 0.11sec (0.005g>

c2

cujo grafico se encontra na Figura 5.13. Suas assintotas sao:

¢ = o0= f(c) = c(750c* — 1) —0.11
¢ — 0.06ly m= f(c) > —o0

5+

assintota |

—

FIGURA 5.13. Gréfico de f e de sua assintota (¢ — o)

111

(5.66)

(5.67)

(5.68)
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Para obter a raiz de f, vai-se empregar o método da secante descrito no Apéndice D. A Tabela 3 é o desenvolvimento
deste método por meio de uma planilha de calculo. Dela se obtém c. =74 mm et =74 mm. u

TABELA 3. Planilha de célculo: implementagao do método da secante

Cn flen) Cn+1
(m) adimensional (m)
6.20E-02 | -1.66E4-00 | 6.30E-02
6.30E-02 -8.82E-01 6.41E-02
6.41E-02 -5.54E-01 6.60E-02
6.60E-02 -3.11E-01 6.85E-02
6.85E-02 -1.63E-01 7.12E-02
7.12E-02 -6.69E-02 7.31E-02
7.31E-02 -1.70E-02 7.37E-02
7.37E-02 -1.79E-03 7.38E-02
7.38E-02 | -4.58E-05 7.38E-02

||| G x| wN R oS

EXEMPLO 5.5. Determine a carga admissivel a ser aplicada com excentricidade igual a 30 mm a coluna, conforme a
Figura 5.14. O perfil empregado é o S250x 52 (tabelado). Sio dados o médulo de elasticidade e a tensao de escoamento
do material iguais a 200 GPa e 250 M Pa, respectivamente. Adote um coeficiente de sequranca igual a 2.

‘ 30 mm
>
P
-
Secdo A-A
@ P T
Ya =
C—T— g
m
LW R ¥ Yy
. ) "
<
| 1
v \

FigurA 5.14. Coluna excentricamente carregada e detalhe do perfil

SoLucAO. Dados do perfil S250x52:

Area 6640 mm?>
Altura 254 mm

Largura 126 mm
Ty 22.9 mm
Ty 96.0 mm

Como néo se sabe a priori em torno de que eixo a carga admissivel de flambagem é menor, vai-se investigar a
carga admissivel para cada eixo para entao decidir quais delas é efetivamente admissivel para a coluna.

(1) Carga admissivel segundo o eixo y (sem excentricidade):
Utilizando a férmula de Euler:

7727“3EA

Pa m= "575
d sK2L2

(5.71)

obtém-se por substituicao:

72-0.02292 - 200 - 10° - 6640 - 10~
Padm = SIETRVE = 220 kN (5.72)
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5.8. Exercicios

EXERcIcIO 5.1. Obtenha a carga critica de flambagem da coluna perfeitamente rigida indicada na Figura 5.16.

B Pk E

FiGuraA 5.16. Do exercicio 5.1

EXERcICIO 5.2. Obtenha a carga critica de flambagem da coluna perfeitamente rigida indicada na Figura 5.17.

ok

FI1Gura 5.17. Do exercicio 5.2

EXERcIcIO 5.3. Dimensione em ago a coluna de secio circular da Figura 5.18 para suportar a carga concéntrica
de 200 kN. Sdo dados o médulo de elasticidade e tensdo de escoamento do ago, 200 GPa e 345 MPa, respectivamente.

Empregue necessariamente a Norma AISC.

200 kN

700 mm

Y

Ficura 5.18. Do exercicio 5.3

EXERCICIO 5.4. A coluna bi-engastada da Figura 5.19 deve receber uma forca de compressao de 2 kN concéntrica.
Ela deverd ser constituida por um tubo de aco de se¢ao quadrada, conforme mostrada no detalhe. Se a razdo entre
a espessura de parede e largura do perfil deve ser de 1/10, dimensione-a para suportar dita carga. Dados para o ago,
maodulo de elasticidade igual a 200 GPa e tensao de escoamento igual a 250 MPa. Empregue necessariamente a Norma

AISC.

ExXERcicio 5.5. A lanca de um guindaste é amparada por uma barra inclinada, conforme a Figura 5.20. Qual
deve ser a carga F admissivel no guindaste para um fator de sequranca igual a 22 O material da lan¢a do guindaste
€ 0 aco, mddulo de elasticidade de 200 GPa, tensdo de escoamento igual a 250 MPa. A secdo transversal da lanca
também estd mostrada na figura. A drea da secio é de 1,3 - 10° mm? e os momentos de inércia sao 2,9 - 10° mm? e
5,8-10° mm* respectivamente em relagdo ay e a z. C € o centroide da secdo. Suponha que a barra inclinada suporte
qualquer esforco.
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Ficura 5.19. Do exercicio 5.4

B

Segao A-A

Ficura 5.20. Do exercicio 5.5






