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Apéndice

ANALISE DE INCERTEZ

F.1 INTRODUCAO

Dados de testes experimentais sao freqiientemente utilizados para
complementar andlises de engenharia como uma base para o
projeto. Nem todos os dados sdao igualmente bons; a validade dos
dados deve ser documentada antes que os resultados do teste
sejam usados no projeto. A andlise de incerteza ¢ o procedimen-
to usado para quantificar a validade dos dados e sua acurécia.

A andlise de incerteza também € ttil durante o projeto do ex-
perimento. Estudos cuidadosos podem indicar fontes potenciais
de erros inaceitdveis e sugerir métodos aperfeicoados de medi-
céo.

F.2 TIPOS DE ERROS

Erros estdo sempre presentes quando medi¢des experimentais
sao feitas. Além dos enganos grosseiros do experimentalista,
os erros podem ser de dois tipos. O erro fixo (ou sistemdtico)
causa repetidas medicoes erradas da mesma quantidade em cada
tentativa. O erro fixo € o mesmo para cada leitura e pode ser
eliminado pela calibragdo ou correcdo adequada. O erro alea-
tério (ndo repetitivo) € diferente para cada leitura e, portanto,
nio pode ser eliminado. Os fatores que introduzem o erro ale-
atorio séo incertos por sua propria natureza. O objetivo da ané-
lise de incerteza € estimar o erro aleatdrio provédvel nos resul-
tados experimentais.

Admitimos que o equipamento foi construido corretamente e
calibrado de forma adequada para eliminar os erros fixos. Ad-
mitimos que os instrumentos tém resolucdo apropriada e que as
flutuacdes nas leituras n@o sao excessivas. Admitimos também
que observacdes sdo feitas e registradas com o devido cuidado
de modo que s6 os erros aleatérios permanecem.

F.3 ESTIMATIVA DE INCERTEZA

Nossa meta ¢ estimar a incerteza de medicdes experimentais e
de resultados calculados devida aos erros aleatérios. O procedi-
mento tem trés etapas:

1. Estimar o intervalo de incerteza para cada quantidade medida.

2. Enunciar o limite de confianca em cada medigao.

3. Analisar a propagaciio de incerteza nos resultados calculados a par-
tir dos dados experimentais.

EXPERIMENTA

A seguir delineamos o procedimento para cada etapa e ilus-
tramos aplicagdes com exemplos.
Etapa 1. Estimar o intervalo da incerteza de medicao. Desig-
ne as varidveis medidas numa experiéncia como x,, x,,
.-.» X,. Um modo possivel para determinar o intervalo
de incerteza para cada varidvel seria repetir cada me-
di¢@o muitas vezes. O resultado seria uma distribui-
cao de dados para cada varidvel. Os erros aleatérios
na medicdo em geral produzem uma distribuicdo de
fregiiéncia normal (gaussiana) dos valores medidos.
A dispersédo dos dados para uma distribui¢do normal
caracteriza-se pelo desvio padrio, o. O intervalo de
incerteza para cada varidvel medida, x;, pode ser enun-
ciado como * no, onde n = 1,2 ou 3.

Para dados normalmente distribuidos, mais de 99%
dos valores medidos de x; situam-se dentro de = 3o,
do valor médio, 95% situam-se dentro de = 20, e 68%
situam-se dentro de * o, do valor médio do conjunto
de dados [1]. Dessa forma, seria possivel quantificar
os erros esperados dentro de qualquer limite de confi-
anca desejdvel se um conjunto de dados estatistica-
mente significativos estivesse disponivel.

Em geral, o método das medic¢oes repetidas é im-
praticavel. Na maioria das aplicacoes € impossivel ob-
ter dados suficientes para uma amostra estatisticamente
significativa, em virtude do tempo e custo excessivos.
Contudo, a distribui¢do normal sugere diversos con-
ceitos importantes:

1. Os pequenos erros sdo mais provaveis do que os gran-
des.

2. Os erros para mais e para menos sdo igualmente prova-
veis.

3. Nenhum erro méaximo finito pode ser especificado.

Uma situagdo mais tipica do trabalho de engenha-
ria é uma experiéncia de “uma s6 amostra”, na qual
apenas uma medicéo € feita para cada ponto [2]. Uma
estimativa razodvel da incerteza de medicdo devida ao
erro aleatdrio numa experiéncia de uma s6 amostra €
geralmente mais ou menos metade da menor divisao da
escala (a contagem minima) do instrumento. Contudo,
essa abordagem também deve ser usada com cautela,
conforme ilustrado no exemplo seguinte.
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EXEMPLO F.1 — Incerteza na Leitura de um Bardmetro
A altura observada da coluna de merciirio de um barémetro é h = 752,6 mm. A contagem minima na escala do vernier é de 0,1 mm,
de modo que o erro provdvel da medi¢do pode ser estimado como * 0,05 mm.

Provavelmente, uma medic@o ndo poderia ser feita com tal precis@o. Os cursores e 0 menisco do barémetro devem ser alinhados
pelo olho humano. O cursor tem uma contagem minima de 1 mm. Como estimativa conservadora, uma medi¢@o poderia ser feita
dentro do milimetro mais préximo. O valor provavel de uma s6 medicao seria entdo expresso como 752,6 = 0,5 mm. A incerteza
relativa na altura barométrica seria determinada como

0,5 mm

wyp==———==0000664 ou = 0,0664%

752,6 mm

Comentdrios:

1. Um intervalo de incerteza de = 0.1% corresponde a um resultado especificado dentro de trés digitos significativos; essa acurécia é suficiente
para a maioria dos trabalhos de engenharia.
2. A medig¢do da altura do barémetro foi acurada, conforme mostrado pela estimativa de incerteza. Mas foi acurada o suficiente? A temperaturas
ambientes tpicas. a leitura observada do bardmetro deve ser reduzida por uma corregio devida a temperatura de quase 3 mm! Esse € um exem-
plo de erro fixo que requer um fator de correcao.

Etapa 2.

Etapa 3.

Enunciar o limite de confianga de cada medigdo. O
intervalo de incerteza de uma medigdo deve ser enun-
ciado em probabilidades especificadas. Por exemplo,
pode-se escrever h = 752,6 = 0,5 mm (20 para 1). Isto
significa que aposta-se 20 por 1 que a altura da colu-
na de merciirio rea}lmente estd dentro de = 0,5 mmdo
valor declarado. E ébvio [3] que “... a especificacdo
de tais probabilidades sé pode ser feita pelo experi-
mentalista com base na ... experiéncia total de labora-
tério. Nao hd substituto para o julgamento sélido de
engenharia na estimativa da incerteza de uma varia-
vel medida.”

O enunciado do intervalo de confian¢a baseia-se no
conceito de desvio padrdo para uma distribuicao nor-
mal. Probabilidades de cerca de 370 por | correspon-
dem a = 30; 99,7% de todas as leituras futuras sdo
esperadas cair dentro do intervalo. Probabilidades de
cerca de 20 por 1 correspondem a = 2 e de 3 por 1
correspondem a limites de confianca de = ¢. Proba-
bilidades de 20 por | sdo as utilizadas, tipicamente,
nos trabalhos de engenharia.

Analisar a propagacdo de incerteza nos cdlculos. Su-
ponha que medicdes das varidveis independentes, x,,
X, ..., X,, 840 feitas no laboratério. A incerteza relati-
va de cada quantidade medida independentemente €
estimada como u, As medi¢des sdo usadas para cal-
cular algum resultado, R, para o experimento. Dese-
jamos analisar como 0s erros nos x; propagams-se no
cdlculo de R a partir dos valores medidos.

Em geral, R pode ser expresso matematicamente
como R = R(x,, x,, ..., x,,). O efeito sobre R de um erro

na medicdo de um x, individual pode ser estimado por
analogia com a derivada de uma funcao [4]. Uma va-
riacdo, éx,, em x,, causaria a variacao de &R, em R,

JR

OR; = —&x;
R; &xfa)"
A variacdo relativaem R é
SR,- 1 dR Xi dR Sxi
Tt P e e R TR &
R R&x,- & RG'UC,' Xi (F )

A Eq. F.1 pode ser empregada para estimar o interva-
lo de incerteza no resultado devido as variagdes em
x;. Introduzindo a notacéo de incerteza relativa, obte-
mos

X IR
— — Uy,
R dx i <
Como estimamos a incerteza relativa em R causa-
da pelos efeitos combinados das incertezas relativas
em todos os x;? O erro aleatério em cada varidvel tem
uma faixa de valores dentro do intervalo de incerteza.
E improvivel que todos os erros terdo valores adver-
sos ao mesmo tempo. Pode ser mostrado [2] que a me-

lhor representag@o para a incerteza relativa do resul-
tado é

wo o x|(LOR, Y (2R Y ..
k . R(;')q] Rax22

X, dR 2
& *k"(?—xuuu (F.3)

g, =

(F2)

EXEMPLO F.2 — Incerteza no Volume de um Cilindro

Obtenha uma expressao para a incerteza na determinagao do volume de um cilindro a partir de medigdes do seu raio e da sua altura.
O volume do cilindro em termos do raio e da altura é

¥ = ¥(r,h) = wr’h
Diferenciando, obtemos

d¥ = (?—‘fdr—l- ﬁdh = 2mrhdr + wridh
ar dh
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— =2mrh e S =
ar

Da Eq. F.2, a incerteza relativa devida ao raio é

oV r d¥ r
Uy r = _?r = iﬁur = m&’:rrh)ur = 2ur
¢ a incerteza relativa devida 2 altura é
¥, h oV

h B o
¥  ¥oh = wrzh(wr Y = U

A incerteza relativa no volume €

uy = = [Qu,)* + (up)*1"? (F4

Comentdrio: O coeficiente 2, na Eq. F.4, mostra que a incerteza na medigao do raio do cilindro tem um efeito maior do que a incerteza na
digio da altura. Isto ocorre porque o raio € elevado ao quadrado na equagio do volume.

F.4 APLICACOES A DADOS

Aplicactes a dados obtidos de medicdes de laboratério sdo ilus-
tradas nos exemplos seguintes.

EXEMPLO F.3 — Incerteza na Vazao em Massa de um Liquido
A vaz@io em massa de dgua fluindo através de um tubo deve ser determinada coletando-a num recipiente. A vazdo em massa
calculada a partir da massa liguida de 4gua coletada dividida pelo intervalo de tempo,

n Am (F.Sj:
m= —

At
onde Am = m; — m,. As estimativas de erro para as quantidades medidas s@o

Massa do recipiente cheio, m; = 400 £ 2 g (20 por 1)
Massa do recipiente vazio, m, = 200 = 2 g (20 por 1)
Intervalo de tempo de coleta, Ar = 10 % 0,2 5 (20 por 1)

As incertezas relativas nas quantidades medidas sdo
Um, = t% = +0,005
i“! WP
2 200 g
[ Up = t% = *+0,02

A incerteza relativa no valor medido da massa liquida é calculada a partir da Eq. F.3 como
) 712

+ [ é'Amu L[ aAmu

“\Am dms Am dm,

+ {[(2)(1)( £ 0,005)1% + [(1)(—1)(= 0,0}
uan = = 0,0141

Uim

Uma vez que m = m(Am, Ar), podemos escrever a Eq. F.3 como

U = &_m_amu 2-|- Ea_mu 2”2
= =\ aAm™™) T\ aAr M &6l
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Os termos requeridos das derivadas parciais sdo

Am dm 1 At dm

o 3Em & G
Substituindo na Eq. F.6 resulta
w; = = {[(1)(Z 0,0141)]> + [(=1)( = 0,02)]%}2

up, = *0,0245 ou =245 por cento (20 paral)

Comentdrio: O intervalo de incerteza de 2% na medic3o do tempo € a contribui¢do mais importante para o intervalo de incerteza do resultado.

EXEMPLO F.4 — Incerteza no Nimero de Reynolds para Escoamento de Agua
O niimero de Reynolds deve ser calculado para o escoamento de dgua num tubo. A equagdo de célculo para o nimero de
Reynolds é
4m 2
Re = —— = Re(m, D, ) ; (E7)
D

Consideramos o intervalo de incerteza no cilculo da vazdo em massa. E com relagdo as incertezas em p e D? O didmetro do tubo
é dado como D = 6,35 mm. Podemos admitir esse valor como exato? O didmetro pode ser medido com resolug¢d@o de 0,1 mm. Se
assim for, a incerteza relativa no didmetro seria estimada como

up = 0,05 mm
b~ 635 mm

A viscosidade da dgua depende da temperatura. Esta € estimada como 7 = 24 = 0,5°C. Como a incerteza na temperatura afetard a
incerteza em w? Um modo de estimar isto € escrever

= =0,00787 ou *0,787 por cento

+

8 1d
iy =k ?"‘ = ;ﬁ( + 8T) (E8)

A derivada pode ser estimada a partir de dados tabulados de viscosidade perto da temperatura nominal de 24°C. Assim,
d_y. ” éﬁ_ _ w(25°C) — u(23°C) _ (0,000890 — 0,000933) N - s . N
dT AT (25— 23YC m? 2°C

du g
= = =215 °N - 2,0
-7 ; 107> N+ s/(m” - °C)

Segue-se, da Eq. F.8, que a incerteza na viscosidade devida  temperatura é
_ 1 m? o -2,15% 1073 N-s ” (£ 0:5%)
“uT) = 0,000911 N -5 m? -°C
Uy = =0,0118  ou + 1,18 por cento

Os préprios dados tabulados de viscosidade também tém alguma incerteza. Se ela for de = 1,0%, uma estimativa para a incerteza
relativa resultante na viscosidade serd

u, = = [(20,01)? + (£0,0118)*]"2 = = 10,0155 ou = 1,55 por cento

As incertezas na vazio em massa, didmetro do tubo e viscosidade, necessérias para calcular o intervalo de incerteza do nimero
de Reynolds calculado, sdo agora conhecidas. As derivadas parciais requeridas, determinadas a partir da Eq. F.7, s@o

7 dRe _ m 4 _Re_l

Re om  RemuD  Re

M IRe _ .ﬁ(_l) am_ _ _Re |
Re dp Re D Re
DoRe _ D _, & _ _Re |
Re dD  Re auD? Re

Substituindo na Eq. F.3 dé

; 2 2 2) 12
i ] (S0, T [ o, T [0k, |
Re = =) |Reom ™ Re dp " Re oD P
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uge = *{[(1)( £ 0,0245)]* + [(=1)( = 0,0155)]* + [(=1)( = 0,00787)]*}""
ug, = =+ 0,0300 ou

i0: Os Exemplos F.3 e F.4 ilustram dois pontos importantes para projeto de experimento. Primeiro, a massa de 4gua coletada, Am.
calculada a partir de duas quantidades medidas, m, e m,. Para qualquer intervalo de incerteza admitido nas medicdes de m;, e m..
incerteza relativa em Am pode ser diminuida fazendo Am maior. Isto pode ser realizado usando-se recipientes maiores ou um tempe.
de medig¢do mais longo, At, que também reduziria a incerteza relativa no Az medido. Segundo, a incerteza nos dados de propriedades
tabulados pode ser significativa. A incerteza dos dados também € aumentada pela incerteza na medigiio da temperatura do fluido.

+ 3,00 por cento

EXEMPLO F.5 — Incerteza na Velocidade do Ar
A velocidade do ar € calculada a partir de medi¢des com tubo de pitot num tinel de vento. Da equacdo de Bernoulli,

I (zgkpﬁgua )”2

F9
- (F.9)

onde h € a altura observada da coluna do mandmetro.
O tnico elemento novo neste exemplo € a raiz quadrada. A variacdo em V devida ao intervalo de incerteza em h é

haov o h1 (zghpégua )_”2 2gpagua

Voh V2 Par Par
KOV _ 11 2gpe _ 17 1
V dh ViV ps 2% 2

Usando a Eq. F.3, calculamos a incerteza relativa em V como

2 2 i
Uy =& [(luh) 1 (lu ) & (—lu ) ]
2 2 Pigua o Par

Se u, = £ 0,01 e as outras incertezas forem despreziveis,

= | [szoon]]”

uy = =0,00500 ou

Comentdrio: A raiz quadrada reduz a incerteza relativa na velocidade calculada para metade daquela de u,

*= 0,500 por cento

F.5 RESUMO

Um enunciado daincerteza provavel de dados é uma importante parte
de um relatério de dados experimentais completo e claro. A Socie-
dade Americana de Engenheiros Mecénicos exige que todos os ar-
tigos submetidos para publica¢io em revistas incluam um enuncia-
do adequado de incerteza de dados experimentais [5]. A estimativa
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UNIDADES Sl, PREFIXOS E FATORES

DE CONVERSAO

Tabela G.1 Unidades Sl e Prefixos®

Unidades SI Quantidade Unidade Simbolo ST Férmula
Unidades bésicas SI: Comprimento metro m —
Massa quilograma kg -
Tempo segundo s —
Temperatura kelvin K —
Unidade complementar SI: Angulo plano radiano rad —
Unidades derivadas SI: Energia joule J N-'m
Forga newton N kg - m/s?
Poténcia watt W Js
Pressao pascal Pa N/m?
Trabalho joule 2| N-'m
Prefixos SI Fator de Multiplicacdo Prefixo Simbolo SI
1 000 000 000 000 = 10* tera i
1 000 000 000 = 10° giga G
1 000 000 = 10° mega M
1000 = 103 quilo k
0,01 = 1072 centi’ c
0,001 = 10°? mili m
0,000001 = 10°° micro i
0,000000001 = 107 nano n
0,000 000000001 = 10°*2 pico p

“Fonte: Norma ASTM para Pritica Métrica E 380-97, 1997,
"A ser evitado sempre que possivel,

G.1 CONVERSOES DE UNIDADES

Os dados necessdrios para resolver problemas nem sempre es-
tao disponiveis em unidades coerentes. Assim, € necessdrio fre-
qiientemente converter de um sistema de unidades para ouiro.
Em principio, todas as unidades derivadas podem ser expres-
sas em termos das unidades bdsicas. Entdo, apenas os fatores de
conversao para as unidades basicas seriam requeridos.

Na pratica, muitas grandezas de engenharia sdo expressas em
termos de unidades definidas, como, por exemplo, o horsepower,
a British thermal unit (Btu), o quarto, a milha nautica. As defini-
¢Oes de tais grandezas sdo necessdrias, e fatores de conversdo
adicionais sao tteis nos calculos.

A Tabela G.2 apresenta as unidades basicas SI e os fatores.de
conversdo necessérios, mais algumas definicoes e fatores de
conversdo convenientes.
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Tabela G.2 Fatores de Conversdo e Definigoes

“Temperatura

Unidade Inglesa Valor SI Exato Valor SI Aproximado
1 pol. 0,0254 m —
1 Ibm 0,453 592 37 kg 0,454 kg
1°F 59K —

Definicoes:
Aceleragio da gravidade:
Energia:

Comprimento:
Poténcia:
Pressdo:

Temperatura:

Viscosidade:

Volume:

g = 9,8066 m/s* ( = 32,174 pés/s?)

Btu (unidade térmica britdnica) = quantidade de energia requerida para aumentar a temperatura de 1 lbm ¢
dgua de 1°F (1 Btu = 778,2 pés - 1bf) '

quilocaloria = quantidade de energia requerida para aumentar a temperatura de 1 kg de dguade 1 K
(1kcal = 4187 1)

1 milha = 5280 pés; 1 milha ndutica = 6076,1 pés = 1852 m (exato)

1 horsepower = 550 pés - Ibf/s

1 bar= 10°Pa

grau Fahrenheit, 7, = 2 T + 32 (T em graus Celsius)

grau Rankine, T, = T + 459,67
Kelvin, Ty = T + 273,15 (exato)
1 Poise = 0,1 kg/(m - s)

1 Stoke = 0,0001 m*/s

1 gal = 231 pol.? (1 pé® = 7,48 gal)

Fatores de Conversio Uteis:

1 Ibf = 4,448 N

1 bf/pol.? = 6895 Pa

1 Btu= 1055]

1 hp = 746 W = 2545 Btu/h

1 kW = 3413 Btw/h

1 quarto = 0,000946 m* = 0,946 litro
1 keal = 3,968 Btu




