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1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

SISTEMAS DE MULTIPLOS GRAUS DE LIBERDADE
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Dado um sistema de dois graus de liberdade,
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%
Fazendo entao o diagrama do corpo livre

I—> firm |_> fai

K1 X1 = +— ko (X1 -x3) —» — k3 X

ma meaz

Ej_;(j_,. .._Ez{;tj_-}:iz}_.. — C3 .';(2

e aplicando a 22 Lei de Newton
fl(t) — k1X1 I kz (Xl Bl Xz) _C1X1 —GC, (X1 T Xz) — mlxl(t)

fz (t) = k3X2 —C3X2 + kz (X1 _Xz) +C, (X1 o Xz) — m25<2 (t)
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E possivel achar a equacdo de movimento:

m,X(t) + (K, +K; )%, (1) +(C, +C,) % (1) — K, X, (1) —C, %, (t) = ,(t)

mzx(t) + (kz + ks)xz (t) + (Cz + C3)X1(t) o kle(t) | szl(t) - fz (t)

Ou em sua forma matricial
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O modelo de dois graus de liberdade pode representar simplificadamente
uma suspencao automotiva, conforme abaixo:

Mz

©.

c.m

g1

k1 C1 I k2 Cz

S rrrrrry i Frriiririrri
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Seu diagrama de corpo livre fica:

Ponto de
Equilibrio

c2 (X + 12 é{t}:l

k2 (x + 12 @)
\\j . H
Idgn
mx
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N

" e aplicando a 22 Lei de Newton:

f(t)—k,(x=168)—c,(x=180)—k,(x+1,8) —c, (x—1,0) = mx(t)

K, (x=1.0) +¢, (X =L, + M (t) =K, (x+ LA, —c,(x=LA), =1.6(t)

Na forma matricial

{m O}{q}J{ c,+C, cl,—cl, }{q}J{ k,+k, Kkl =kl }{q}:{f(t)}

ol 101
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Rigidez: A forca de reacao inserida pelas propriedades elasticas é dada por:

Q; :Z Ki 4
=1




# Coeficientes de Influéncia

N

Supondo que:

qs =1 e qj;ts =0

Qi = I(is

Com isto sempre é possivel achar a matriz de rigidez K.

O mesmo conceito é aplicado as matrizes C e M. Nesses casos, utilizamos as
coordenadas de velocidade, g , e aceleragao, g ,ao invés do deslocamento.
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Usando este método no exemplo anterior, tendo

g=1¢e q,=0
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Para o equilibrio, os somatodrios de forcas e momentos sao dados por:

ZFvertical - O:>_k1 _kz "'k11 =0= k11 = k1 "'kz

S M, = 0=kl —k,l, + kol = 0= ky, = koI, —k/l,

Com isto, encontramos a primeira coluna da matriz K
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T
1
p

Ly ¥1 99

Z Foerical =0=> —K,, —kl,.1-k,1,.1=0=k,, = k|, + k1,

STM, = 0= KL + Kbl +kyy = 0= Ky, = klZ — k|2
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Entao:

K, + Kk, K1, — k1,
K= 2 2
KL, — ki, koI5 + Kk}

Analogamente, fazendo:

=1 e q,=0
4,=1 e 9,=0

C,+C, c,l, —cl,
c,l,—cl, clf+cl’
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Finalmente, para a matriz M

q1:1 e q2:O 7 ﬁ;NC
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o
=1 S &
q2 e ql O 7 I'ﬁfﬁ".
Mat™ B
my =9
'# i
Te = Se 97 o] D
&
AT™™ W
> F=m,=0=>m,=m "
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Entdo, a equacao de movimento, em notacao matricial simplificada, é:

M {6} +Cla) )+ K{a)} =  (t)

onde

u|m 0] o] e c2|22—c1|12 k] K |<2|22—k1|12
e, —cl, cl?+cl L, =kl K2+l
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Em sistemas mecanicos, o calculo da matriz de rigidez, K, via coeficientes de
influéncia, necessita da formacao de um sistema de equacdes.

Em geral. Isto gera altos custos computacionais. De outra forma, K pode ser
calculada através da inversa da matriz flexibilidade, A.

AF = AKq AF =q

a; = a;fi =2 a;f,
=1 =1
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Considerando o seguinte caso:

El

AN
@
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Como se sabe, a equacao da elastica para estes casos €

I a |
| | &
| x - I

y(x)=é[ (x—a)° pu(x— a>—§+axﬂ
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A primeira coluna da matriz de flexibilidade pode ser obtida:

1

6

|

3

2_LT

2L

3

(] L)

L
3

)55

L3

6

Rysf

2L L
_|__ -/ =~ @
3 2
L L L® 4
+ — =
3 2 El 81

LS5
El 162
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Aa o2z o3
(X_gj_ 1| ) alaf] 1
i Y =" 6 3 2 | EI 162
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b) F,=1e F_, =0 I Dl .
__;m o’z X33
%3(X:£j=i —<%)3+|_% — 1 E 4
3) B0 2 | B 81

az{x:ngzl _1(2'-J3+|_(2%)2 _ 1 LB(M)

2 El (81
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Assim, as matrizes M e K sao _me
M=|0
I 5 4, " &

%1 462 él i

L3
A== Ae %1 Y
T Y A

K=A"

Mj.s d(t)3x1 T A3_><13qa)3x1 = f(t)sa




—=x

Iii B
ﬂ UFPR

RCUNANE FINFRAL NO PARAN

N

L/

1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

E SISTEMAS CONTINUOS




# Sistemas Continuos
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Sistemas relativos a corpos com massa e elasticidade distribuidas
continuamente;

Corpos homogéneos e isotrdpicos = Lei de Hooke;

Numero infinito de graus de liberdade.
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Uma corda flexivel de massa p por unidade de comprimento é estendida sob tensao T.

Supondo que seja pequena a deflexao lateral y da corda, a mudanca em tensao com

deflexao é insignificante e pode ser ignorada. Assim,

T(9+%dxj -TO= 'deat—

OX

'IFH

F 3
v
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Supondo pequenas deflexdes e inclinacdes, a eq. de movimento na direcao y:

00 p %y
ox T ot°

Sabendo que ainclinacdo dacordaé @ = @y/@x eq. acima se torna:

onde c¢c=,/T/p ¢éavelocidade de propaga¢do da onda longo da corda.
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Um método de resolver equacdes diferenciais parciais € o da separacao de variaveis.
Neste método a solucdo é admitida na forma

y(x.t)=Y(x)G(t)

Assim, substituindo a solucao proposta na equacao diferencial, tem-se

1d% 1 1d°G
Ydx* c¢®Gdt’

Considerando que o lado esquerdo desta equacao € independente de t, e que o lado

direito € independente de x, cada lado deve ser igual a uma constante.
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Considerando constante (a)/C)Z, obtemos duas equacdes diferenciais ordinarias
2 2
dY (w d°G
>+ Y=0 > +0°G=0
d x C dt
Com as solugdes gerais:
. @ @ .
Y = Asin— X+ Bcos— X G =Csinwt + Dcos wt

C C

As constantes arbitrarias A, B, C e D dependem das condicdes de contorno e
iniciais, respectivamente.
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Por exemplo, se a corda é estendida entre dois pontos fixos distanciados de |, as
condicdes de contorno sao y(0, t) = y(I, t) = 0. A condicao de y(0, t) = 0 vai exigir que B
=0, de modo que a solucdao aparecera como

y(x,t)=(Csin ot + Dcoswt) sin < x

C
A condicdo y(l, t) = 0 conduz entdo a equacao
. wl w, |
sin— =0 [> =nz, com n=123,...
C C

sendo A=c/f é o comprimento de onda e f é a frequéncia de oscilacdo.
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Cada n representa uma forma natural de vibrar com frequéncia natural
determinada pela equacao

O forma caracteristica de vibrar, autofuncao, em cada
frequéncia natural é dada por:

. X
Y=smnnT
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No caso mais geral de vibracao livre, iniciada através de alguma condic¢ao inicial
gualguer, a solucao pode ser obtida através de uma combinacao lineal dos modos ou
autofuncoes

o0

y(x,t)=>" (C,sinw,t+D, cosem,t) sin ?

O C,e oD, podem ser calculados adaptando-se esta equagao as condi¢des iniciais de

y(x0) e y(x0)
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Uma corda uniforme de comprimento / é fixada nas extremidades e estendida sob
a tensao T. Se a corda é deslocada para um perfil arbitrario y(x,0) e solta,
determinar C,e D,

y(%t)= i (C,sinw, t+ D, cos w,t)sin %

n=1

condicdes iniciais

y(x,0)=y0 y(x,0)=0
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SOLUCAO: Para t = 0, o deslocamento e velocidade s3o

y(x,O)=iDnsin ? ZcoC sin nTX 0

Multiplicando cada equacdo por sin kzx /| e integrando de x = 0 a x = | todos os termos
do lado direito serao zero, exceto o termo n = k. Assim, chegamos ao resultado

k=1 2, 3,...
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Supomos uma barra fina e uniforme ao longo do seu comprimento. Em razao de
forcas axiais havera deslocamento.

u(xt)

Consideremos um elemento diferencial da barra de comprimento dx

< % 5P 8Pd
P +& X
|_X_> dx 14_ N P

u+—udx
OX

u >
|

dx+a—udx
15)4
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Pela lei de Hooke, a relacdao entre a unidade de forca e a unidade de alongamento é
igual ao médulo de elasticidade E

cou_P
ox A

onde A é a area da secao transversal da barra. Diferenciando em relacao a X

Aplicamos a segunda lei de Newton

oP o%u
—dx=pAd x—
O X P ot?

onde p € a densidade da barra em libras por unidade de volume.
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Eliminando JP/JX, obtemos a equacdo diferencial parcial

o'u (E)ou
ot* | p)ox°

Ou, de forma compacta

o’u 1 ou
GH+-e-pt

A velocidade de propagacao do deslocamento ou onda de tensao na barra é igual,
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Novamente, usando o método de separacao de varidveis, a solucdo proposta
sera
u(x,t)=U(x) G(t)

Resultando em duas equacodes diferenciais ordinarias:

U(x)= Asin < x+Bcos < x
c c

G(t)=Csin wt + D cos wt
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Tabela com as condicdes de contorno de uma barra longitudinal

Boundary condition Boundary condition

left, right,
Case x=0 x =
Free end ( % =0 %% =
Fixed end u(@, t)=0 u(l, 1)=0
End spring _/\/;/\,-: "~ AE %—‘i = ku AE % = —ku
End mass 2 AE%E =m§i—l§ AE%%:- =—m%,
End damper |._t|_{:_ AE g—z = %‘-: AE L -=C 9u
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Calculo das frequéncias naturais e modos de vibrar de uma barra livre no espaco.

SOLUCAO: Numa barra livre-livre, as condi¢cdes de contorno s3o

a—U:O, em x=0, e x=|I
0 X

Sao portanto as seguintes as duas equacdes correspondentes as condicdes de
contorno acima

(8_u] -A? (C sinwt + D cos a)t): 0
OX) C

[a_uJ Q(Acos —I—Bsmw—lj(Csina)t+Dcoswt)=O
ox) , ¢€ C C
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Considerando que essas equacoes devem valer para qualquer tempo ¢, A deve ser
zero na primeira equacao. Uma vez que B deve tomar qualquer valor, a segunda
equacao é satisfeita quando

Sinﬂ:O ou | =l £=7Z',27Z',37Z',...,n72'
C C \/ E

Desta forma, a frequéncia de vibracao é dada por

nz |E n |E
w=—[|—, f ==/ —
| \ p 21\ p

onde n representa a ordem do modo.
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A forma caracteristica de vibrar, modos naturais do sistema continuo, é dada por:

. )
U(x)= Asin —x + Bcos—1 x
c c

Pode-se entao escrever a solucao para vibracao livre de uma barra livre nas

extremidades

vt €)o7 )

onde C e D sao as constantes de integracao que dependem das condicoes iniciais.

NOTA: as frequéncias naturais de uma corda, assim como as freqiiéncias naturais de
uma barra longitudinal, sdo multiplos inteiros uma da outra.
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# Sistemas Continuos — Vibracdo Torcional de Barras

“A equacao de movimento de uma barra em vibracao torcional é semelhante aquela
da vibracao longitudinal de barras, discutida na secao anterior.
Fazendo-se a medida de x ao longo da barra, o angulo de tor¢cdao devido a um torque
T, em qualguer comprimento dx da barra torcional, é

onde [,G € a rigidez torcional dada pelo produto do momento polar de segunda
ordem [, de drea da secdo transversal e o modulo de cisalhamento de elasticidade G.
Sendo Te T+ (JT/Jx)dx o torque sobre as duas faces do elemento, o torque liquido
torna-se

2
T gx=1,627

O X P OX?

d x
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g—-)r(dx: Ipng)gdx
~ L
U () )
T 0' T+—dx
~dx -

Torque T aplicado no elemento dx
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lgualando este torque ao produto do momento de inércia da massa (o Ipdx) do

elemento e a aceleragdo angular 26/Jt?, onde p é a densidade da barra em libras por

unidade de volume, a equacao diferencial de movimento toma-se

| d 90 _
PlE 252 ™ 1p7 5y ot

2 2 2 2
0 690 6‘9—((3]892
0L ) OX

Esta equacdo é da mesma forma que a vibragdo horizontal de barras onde fe G/p
substituem u e E/p, respectivamente. Resulta pois que por comparagao

0= Asina)\/g X + Bcosa)\/g x | (Csin o t+Dcosmt)




N
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Tabela com as condicdes de contorno de uma barra longitudinal

Boundary condition

Boundary condition

left, right,
Case x=0 x=1
Fixed end e = ——— — = 8(0, 1) =0 8, t)=0
90 30 _
Free end C == 0 = = 0
' ; L 30 _
Torsional spring i 1,G o - k0 1,G = —k8
i 30 3’8 Bl 3%
[nertia Jp @ [.G o Jp 5—{—, [.G T = -Jp W
H C—_‘C 30 _ 38 a6 a0
Torsional damper 1:G 5 =¢ IG5, = —¢3
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O tubo da sonda de um ponto de petrdleo termina na sua extremidade inferior por
uma barra contendo uma broca. Derivar a expressao para as frequéncias naturais,
supondo que o tubo da sonda seja uniforme e fixo na extremidade superior e que a
barra e a broca sejam representadas por uma massa final com momento de inércia J,.

NIV TPl

- l
': Torque de @
! Inércia Jo ot? .
Jq S—
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SOLUCAO: A condicdo de contorno na extremidade superior é X =0, =0, o que

requer que B seja 0, conforme visto anteriormente.

Quanto a extremidade inferior, o torque sobre o eixo é devido ao torque de inércia do
disco final, conforme representado pelo diagrama de corpo livre da Fig. 16.5. O torque
de inércia do disco é —J, (7?8 1?),—, = J,a@*(6),~, ao passo que o torque do eixo é
T\=Gl(dd/dx),-,. Igualando os dois, temos:

d x

Gl,w \/Zcosa)\/z | = J o’ sin a)\/7|
G G G

Gl p(%] = ‘Joa)2 (0)x=1
x=1

ks
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I | ol |G
t a)IX/'O: P JGp=-—" /
i G wl, P gJol \p

tga)l P i ‘]barra 9
G Joll\p

Esta equacao é da forma

J Jo,
t — barra’ — wl
g p ] pB=w WIG

0]

que pode ser resolvida graficamente ou por meio de tabelas.
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Utilizando a equacao de frequéncia desenvolvida, podemos determinar as duas
primeiras frequéncias naturais de um tubo de sonda de um pocgo de petrdleo. O tubo
tem 500 pés de comprimento, sendo fixo na extremidade superior e em sua parte
inferior existe um colar de perfuracao com 120 pés de comprimento.

Valores médios do tubo e do colar =

Tubo da sonda: Colar de perfuracao:
Diametro externo = 4-1/2 pol Diametro externo = 7-5/8 pol
Diametro interno = 3,83 pol Diametro interno = 2,0 pol
1,=0,00094 pes* J,=0,244 x 120 pés = 29,3 Ib pés s?
1=5000 pés
490

Jparra =1, £1 =0,00094 x 25 X 5000 = 71,4 pés Ibs’
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SOLUCAO: A equac3o a ser resolvida é

ﬂtg IB — ‘Jbarra — 2’44

J

0]

As raizes do polindbmio acima da como resultado f=1,135; 3,722...

yo,
=wl |-— =5000
F=olGe ")J

490

12x106x122x32.2

0,470 w

Resolvendo em relacdo a @, encontram-se as 2 primeiras frequéncias naturais

w,

1135

0,470

=2,41rad/s =0,384 cps

W,

3,722

0,470

=7,93 rad/s =1,26 cps
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Consideremos as forcas e momentos atuando sobre um elemento da viga
representada abaixo, a fim de determinar a equacao diferencial para a vibracao
lateral de vigas.

ax

Elemento de Viga de Euler-Bernoulli
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V e M sdo os momentos de cisalhamento e flexdo, respectivamente e p(X) representa
a carga por unidade de comprimento da viga. Somando as forgas na dire¢ao y

dV — p(x) dx =0

Somando 0s momentos em relacao a qualquer ponto sobre a face direita do
elemento

dM -V dx—% o (x)(dx)? =0

No processo de limite essas equacgdes resultam nas seguintes relacdes importantes

el

dv d M
d x P (x). X
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A primeira parte da eq. anterior exprime que a taxa de variagao do cisalhamento ao
longo da viga é igual a carga por unidade de comprimento, e a segunda exprime que
a taxa de variacao do momento ao longo da viga é igual ao cisalhamento.

Assim obtemos:

dx> dx

O momento de flexdao é relacionado a curvatura pela equacao de flexao, portanto

d 2
~M=EI-Y
dx
Rearranjando as equacoes, obtemos
0° oy (X, 1)

y EI 6)(2 p(X):O
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Para uma viga vibrando, sob o seu proprio peso, em volta da sua posicao de equilibrio
estatico, a carga por unidade de comprimento € igual a carga de inércia devido a sua
massa e aceleracdo. Considerando que a forca de inércia é na mesma direcdo que p(x),
tem-se

0”y(x,t)
atZ

p(x,t):pA

onde o/A é a massa por unidade de comprimento da viga e A é a area de seco

transversal.

Usando esta relacao, a equacao para a vibracao lateral da viga se reduz a

0° 0%y
—| El — |+ PA
OX* OX* P

0%y

a2

=0
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No caso especial da rigidez de flexao EIl ser uma constante, a equacao anterior pode
ser escrita na forma

4 2
| o é(f’t)wLpAa y(x,t) 0
X

E pve

ou

o*y(x,t) o°y(x,t
CEETS

onde C=./El /pA. Esta equacdo diferencial precisa de 4 condicdes de

contorno e 2 condicdes iniciais.
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Assumindo novamente a solucao a variaveis separaveis:
y(xt)=X(x) T(t)
e substituindo na equacao da onda, obtém-se:

&Lx)mz_m_f

X(x)  T(t)
Transformando em duas equacdes diferenciaveis da forma:

A

fOTO=0 X W[ X0

C

A solucado da equacao diferencial temporal é dada por:

T(t)=C,sin(At)+C,cos(At)

onde C1 e C2 sao determinados através das condicdes iniciais.

0




# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler

N

L/
Da equacao diferencial funcao da posicao X, o problema de autovalores resulta no

autovalor

ﬂ4_/12 _ pAX?
c’ El

E na autofuncao associado (formas de vibrar caracteristicas) definido por:

X (x) = Acosh gx+ Bsinh gx+C cos Sx+ Dsin x

onde A, B, C e D sao obtidos através das condicdes de contorno do problema
especifico.




# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler — Exemplo

N

L/
Achar as freqliiéncias naturais e os modos de vibrar de uma viga engastada — livre
cujas condicoes de contorno sao:

) (X),., =0 c>[ddX§] -0

3
(5] ol
dx /. _, dx .

Considerando a funcao X(x) na sua forma mais geral

X (x)=C, (cos Bx+cosh x)+C, (cos Sx—cosh Bx)+
C, (sin Sx+sinh Bx)+C, (sin fx —sinh £x)




# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler — Exemplo

N

L/

Aplicando as condicdes de contorno obtemos as seguintes relacdes para as
constantes de integragao:

a) C,=0  b) C,=0

e utilizando as relacdes c) e d)
0=C, (cos SL+cosh SL)+C,(sin BL+sinh SL)
0=C,(—sin SL+sinh BL)+C,(cos L +cosh L)

~ —C,(cos BL+cosh SL)
* (-sinpL+sinh AL)
—C, (cos BL +cosh AL )

(—sin BL+sinh SL) +Cy(sin SL+sinh SL) =0

C, [(cos,ﬁL+cosh pL) +(sin? AL —sinh? ,BL)} =0




# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler — Exemplo

N

L/

Da ultima relacdao acima, para que esta seja satisfeita, deve-se cumprir que:

cos SL cosh SL =0 (equagéo caracteristica)

Na tabela abaixo encontram-se os primeiros valores que verificam a igualdade

acima:

P1L

oL

Pl

Pal

PsL

PsL

1,875

4,694

7,855

10,996

14,137

17,279

Considerando que




# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler — Exemplo

N

L/

E as frequéncias naturais sao obtidas através da relacao:

El
A = —(BLY rad /s
=0, =(AL) [ [rads]

e a solucao é dada por:

y(Xxt)= > X; (x)(A senAt+B, cosAt)

com X, (x)=C,(cos Bx+cosh x)+C,(sin fx—sinh £x)




N

# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler — Exemplo

Valores numéricos de (A1)? para distintas condi¢cdes de contorno

i (Bi1)? (Bah)? 2
Posicio da viga Fuﬁtfa‘nzental Segunﬁo )rnodo Tercéﬁg znodo
Apoiada simplesmente . . . ... ... 9,87 ' 39,5 88,9
Cantilever ou ¢m balanco .. ... ... ' 3,52 224 61,7
Duplamente livie . . . . .. .. ... .. 22,4 61,7 121,0
Duplamente engastada . . . ... ..., 22,4 61,7 ‘ 121,0
Engastada-articulada . . ..., . ... 15,4 50,0 104,0

Articulada-livre . . . . . e e e e e 0 154 SG,O'




# Sistemas Continuos — Viga — Equacdo de Euler — Exemplo

N

L/

Condicdes de contorno para vibracao lateral

Boundary condition

left,
Case ; x=0
y(©0,1)=0
Clamped (deflection, 5
slope = 0) _6% —
y(0,1) =0
Pinned (deflection, P
moment = 0) —)-'; =
dx*
9 _
Sliding (slope, shear = ox
0 Py,
ax’
2
Free (moment, shear = s s dx
0 [
x>
. 3
T A Y
Mass m and moment of EEE— X dx ot
inertia Jp m.J 3 2
P EI ay'} = —-m Q—‘;
d ar-

3
EI %xf; = —ky —¢ %X!
Damper ¢ and spring k kS ¢ oty

Boundary condition
right,

x=/[
yi,t)=0
dy

B 0

y(,t)=0
dy
ax*
dy
ox
oy
ax’

ax*

o

ax’

&y _ g &Y.

B =Jr oxor
a’y d’y

=m5

&l e ar*

'y dy
El 7 ky +c¢ 5

2
a‘y
_—l—;
ax”




# Sistemas Continuos - Problema de Autovalores

e Examinando o problema derivado na equacao da viga, a equacao diferencial de
quarta ordem em funcao do deslocamento:

X; (x)+B*X;(x)=0

e definindo:

7/i::Bi4

e Este problema é caracterizado como um problema de autovalores de forma tal que
a derivada quarta da autofungdo X;(x) é igual a mesma autofungdo multiplicada por
um escalar y; (autovalor).



# Sistemas Continuos — Ortogonalidade

eConsiderando as seguintes autofuncdes i e j:

Xi (%)= 7% (x)
X (X)=7;X;(x)

e Multiplicando Xj na primeira equagao, X; na segunda equagao e integrando sobre a
longitude da viga:

Xi (x) X, (x)dx = 7iIXi (x) X (x)dx

X (x) X;(x)dx = 71._(L[Xj (x) X;(x)dx



# Sistemas Continuos — Ortogonalidade

e Integrando por partes o lado esquerdo da igualdade da equacao anterior

X

(0 %, ()7, (4) X, ()

>

00 %00 X, (6) X, (1)

e Em geral por condicao de contorno:

livre = X"=0 X"=0
engastado = X=0 X'=0
simplesmenteapoiado = X =0 X"=0



# Sistemas Continuos — Ortogonalidade

N

L/
e O que leva a conclusao que o primeiro e o segundo termo sao nulos. Assim,

obtemos:

L
(7i—yj)IXi X, dx=0
0

* Entdo, chega-se a conclusdo que se | #], entdo y = y; e:
L L L
[ XX dx=0, [X/X]dx=0 e [X["X]dx=0
0 0 0

As equagOes acima representam a relacdo de ortogonalidade de vibracao
transversal em vigas.




# Sistemas Continuos — Ortogonalidade

N

%
Quando | = |, a primeira integral das equag¢des dard um escalar ¢;:

JL-XiZ dx = ¢,
0

e Asegunda e a terceira equagdes tomam a forma:

>
p
o
o
!

[ 0= (0 ey @ =t a=( 2] @

0 0




# Sistemas Continuos — Ortogonalidade — Exemplo

N

L/

e Com o propodsito de realizar uma transformacao, assim como sera feito no caso
discreto, para resolver o problema, tomemos a equacao de movimento:

o’y (x,t) o*y(x,t)

pA— i+ Bl — = dx =0
X

e para uma viga de se¢do constante:

e chamando de pA = m (massa por unidade de longitude) e EI = r (rigidez flexional),
a equacao de movimento pode ser escrita:




# Sistemas Continuos — Ortogonalidade — Exemplo

N

L/
e Pelo Teorema de Expansao, podemos escrever a solucao do problema da forma:

y(x1) =30, (1) X, (4

com i=1, 2, 3,... e definindo p;(t) como coordenadas generalizadas principais.

Substituindo y(x,t) na equacdo de movimento:

o0

Y (mp X;+rp X;™)dx=0

=1

Premultiplicando por X; (a J-ésima autofuncdo) e integrando em L, obtemos:

o0 L L
> mp, _[Xixjdx+rpijxi""xjdx dx =0
0 0

=1




# Sistemas Continuos — Ortogonalidade — Exemplo

eDevido a ortogonalidade das funcdes de forma, a equagao anterior sé toma
valores distintos de zero quando i = j. Assim, a equac¢do de movimento em funcgdo
das coordenadas principais p;(t) sera:

m, B (t)+r, p(t)=0 ,com i=123,..

p; (t) > Coordenadas principais generalizadas

L - - -
m, = m_[ X 2dx = me; — massa modal ou massa em coord.principais
' 0

L . L
r, = rjo XKkt JO (X /) dx=mA?a; —> rigidez modalou rigidez em coordenadas

principais



# Sistemas Continuos — Ortogonalidade

N

% ~ A . ; A .
e Se as autofuncdes sao ortonormalizadas através de Ma; | jsto  §é,
autofuncao é dividida por este valor escalar, as seguintes relacdes sao obtidas:

I(Xi)2 dx =1
Ixi " X, dX ZI(Xi ) dx = B :(ﬂ(;.jz

A equacao diferencial em coordenadas principais, considerando autofuncoes
ortonormalizadas:

B (0)+47 R (1)=0 com =123,

cada




# Sistemas Continuos — Ortogonalidade

N
\J

A equacao diferencial em coordenadas principais, considerando autofuncoes
ortonormalizadas e vibracao forcada:

5.(1)+ 22 p.t)=f(t) j(;xi dx =g,(t) comi=123...

Equacao de movimento de um sistema equivalente de um grau de liberdade. No
dominio da frequéncia:

Q2+ 2)R(Q)=G,(Q) comi=123...




lWeq

N

1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

F) Equacoes de Lagrange




# Equacdo de movimento

N

A medida que o sistema va tomando formas cada vez mais complexas,
geometricamente complexas, torna-se progressivamente mais dificil o
estabelecimento de relacdes vetoriais requeridas pelas Leis de Newton.

Lagrange desenvolveu um tratado geral de sistemas dinamicos formulado por
meio das quantidades escalares de energia cinética T, energia potencial U e do
trabalho W das forcas externas.




# Coordenadas Generalizadas

N

As equacdes de movimento de um sistema podem ser formuladas por meio de
diversos sistemas de coordenadas. Entretanto, para realizar uma descricao

completa do sistema, € necessario que o numero de coordenadas independentes
seja o numero de graus de liberdade.

Tais coordenadas independentes sao chamadas coordenadas generalizadas Q.




# Coordenadas Generalizadas

N

Exemplo classico de coordenadas generalizadas:

<. y

v

Sistema de trés graus de liberdade




# Coordenadas Generalizadas

N

e A configuracao espacial do sistema pode ser representada, em todo momento,
por trés coordenadas independentes. Exemplo:

r, ¢, 0 X, Y, 0

* Na realidade existem uma infinidade de “3” coordenadas que sdao capazes de
descrever o comportamento dinamico do sistema.

e (Qualquer transformacao linear, realizada através de uma matriz nao singular,
nos leva a um novo conjunto de varidveis capaz de descrever o
comportamento dinamico do sistema ou estrutura.

e Muitas vezes este novo conjunto de varidveis ndao possui significado fisico
algum. ApO0s isto, realizando uma transformacao inversa é possivel recuperar
as variaveis fisicas originais.




# Coordenadas Generalizadas

e Por que trés coordenadas?

N

e Uma rapida visualizacao mostra que uma ou duas coordenadas nao sao
suficientes para descrever a configuracao do sistema.

e Entretanto, poderiamos descrever a configuracao do sistema por mais de
trés coordenadas.

Exemplo: X, Y, ¢, 6

e Porém, isso levara a relacoes de vinculos entre algumas das coordenadas e
entao elas nao serao mais independentes. Neste caso:

m X=Yy tan 6

e Umavezque XY, @ 6 s3o Linearmente Dependentes — Y, &, ¢ sao suficientes
para descrever o comportamento dinamico do sistema, ja que X é definida
perfeitamente a partirde y e 6.




# Coordenadas Generalizadas

»
e Em geral, se o numero de coordenadas generalizadas capazes de descrever o

o 7

movimento do sistema é “n” e se elegem p > n coordenadas — existirao p-n
relagdes de vinculo.

fl(al,az,...,ap)zc

fn_p(al,az,...,ap)zc

e Onde a,sdo coordenadas escolhidas. Estas relagdes se podem eliminar (pelos
menos teoricamente) p-n coordenadas.

e A eleicdo dessas coordenadas independentes (coordenadas generalizadas) sao
arbitrarias, em geral, ditadas pela convencao.




# Coordenadas Generalizadas

NOTAS 1:

N

L/

O numero de coordenadas generalizadas e o numero de graus de liberdade é
exatamente o mesmo.

As coordenadas generalizadas representam a quantidade de coordenadas
fisicas, ou nao, necessarias para descrever o comportamento dinamico do
sistema.

Um conjunto de coordenadas generalizadas obtidas através de um outro
conjunto de coordenadas fisicas através de uma transformacao linear (com
uma matriz ndo singular que possa formar uma base no espaco n dimensional)
também sera capaz de descrever o comportamento dinamico do sistema.




# Coordenadas Generalizadas

NOTAS 2:

N

L/

Conhecido o sistema de equacdes diferencias € comum, para resolve-lo, utilizar
coordenadas generalizadas sem qualquer significado fisico, através de
transformacodes lineares das coordenadas fisicas.

Solucionado o problema nestas coordenadas generalizadas, através de uma
transformacao inversa, recuperamos as coordenadas fisicas.

Definidos o modelo analitico, podemos montar o sistema de equacoOes
diferenciais através do uso de conceito do coeficiente de influencia.

Outra técnica, com algumas limita¢des, é conhecida como modos assumidos.

A mais utilizada é a técnica conhecida por elementos finitos.




# Principio dos Trabalhos Virtuais

N

%
e O principio de trabalho virtual é essencialmente um tratado de equilibrio estatico de

um sistema.

e Este principio serve para realizar uma transicao entre o mecanismo Newtoniano e
Lagrangeano.

e Considerando um sistema de N particulas e com R, (i =1, N) como a forga resultante
da particula i, para que exista equilibrio deve cumprir-se:




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

DESLOCAMENTO VIRTUAL:
*S30 pequenos;

e S30 arbitrarios porém compativeis com os vinculos externos e internos;

» S3o deslocamentos de alguma posicdo verdadeira (equilibrio);

 Sao diferenciaveis, satisfazem as regras de diferenciacao;

* Nao sao deslocamentos verdadeiros, sao virtuais. Nao existem variacoes de
tempo associado a este deslocamento.

O trabalho virtual da particula i, devido a R; e um deslocamento virtual, é:

R.or. =0




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

L/

O trabalho virtual para o sistema total:

é\N:iRiﬁn =0
=1

Considerando todas as forcas sobre o sistema, incluindo as forcas de restricoes
(forcas de vinculos ou internas).

Ri:Fi_|_fi’ i=1,2,..,N

F.= forgas aplicadas na particula i

f* =forgas de restricdes



# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

D

Assim, o trabalho virtual sera:
o N N
W =) F.o+> f.or=0
i=1 i=1

Forcas de vinculo nao produzem trabalho virtual porque nao existe
componentes destas forcas na direcao dos deslocamentos virtuais.

fF ar=0




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

Devido a que as forcas de restricao nao realizam trabalho

A expressao acima é conhecida como principio de trabalho virtuais aplicado
a um sistema de particulas. Se diz que se o sistema de forcas esta em
equilibrio, o trabalho virtual é nulo.




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

JJ
L

pode-se escrever:

=T (ql,qz,...qn) i=1,2,... N

Consequentemente: o, = Z—I 5CI,—

Entao

. L &0
SW-3F.o-0 e LFD 00
i=1 | j

Se as coordenadas generalizadas descrevem a configuracao do sistema,

0




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

Z fj 5qj — fj ,com j=1an, sao as

= forcas generalizadas




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

%
Para um sistema de n graus de liberdade se tem n forcas generalizadas.

Como as variagdes 0Q;, ] = 1, 2,..., N, sdo arbitrarias, a expressao anterior fica:

N
ZFiﬁ:fj:O i=1,2,.., N
= 00

As equacOes acima representam um sistema de N equacdes, uma vez
gue resolvidas, obtemos a relacao entre as coordenadas generalizadas e
as forcas aplicadas.




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

Exemplo:

N

%
Determine a posicao de equilibro utilizando o principio de trabalho

virtual do sistema abaixo.

7‘;5%% N
S \Qw
i“

;

> e



# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

L/

eForcas devido a gravidade:

F=F =-mg]

eForcas devido a deformacao de mola:
F, =2k L(1-cosd)i

Onde 2 L (1- cos 0) é a deformacgao da mola.




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

L/

O VETOR POSICAO

r, :%(cosei —sen 6 j)

r=r(0,0d,..0d,
Ifz=%(3cosé?i—sen6?j) JCTLAEREY

I, =2Lcos@i
Como pode ser observado, o sistema possui apenas um grau de

liberdade pois ele pode ser descrito apenas por uma variavel 8 que
pode ser considerado uma coordenada generalizada.




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
\J

e (s deslocamentos virtuais serao:




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

%

oW => F, &1 =

e Para N=3 particulas:

-mg |

-mg |

—%(sen 0i+cosé j)} 56

—%(BSen 0i+cosé j)} 56

+2k L(1-cos@) (-2Lsend j) 56

OW =| mg L cos@—4k L*(1—cos6)sen 0 |56




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

e Devido a que os deslocamentos virtuais, 00, sao arbitrarios, a
equacao anterior sera satisfeita se:

mgLcosd—4kL*(1-cos@)send =0

e \ejamos quais sao as forcas de vinculo que nao aparecem no
equacionamento

f L
/ Fg
-
V,
B
. 8
1 A\
! \ /
gt L T
mg = F,




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

PRINCIPIO DE D’ALEMBERT

N

L/

e O principio dos trabalhos virtuais parte do equilibrio estatico de um
sistema.

 Podemos, através do principio de D’Alembert, estender o principio dos
trabalhos virtuais para o equilibrio dinamico.

 Este principio pode ser utilizado para determinar a equagao de
movimento, entretanto, aqui sera apresentado para realizar a transicao
da metodologia Newtoniana (vetorial) para outra forma mais ampla
(escalar - energética) conhecida como Equacdes de Lagrange.

e Partindo da segunda Lei de Newton para uma particula de massa m;:

F+f -mi=0

1=1,2,...,N




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

L/

Utilizando o principio dos Trabalhos Virtuais

(F+f —m ¥)or =0

Para o sistema de particulas, sabendo que Z f or=0
N
Z(Fi —m, i") 5r| =0
i=1

Trabalhos Virtuais utilizando o principio de D’Alembert




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
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Antes de aplicar o principio de D’Alembert para T.V., resolvamos o
exemplo anterior utilizado a segunda Lei de Newton.

it
£t
/
e 2 Y s - R 3k
mL ] T;b\“;‘@/i‘"’ w L e o 2
Cleminto | A




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

e Emento 1 e 2rigidos de massa m e longitude L.
e Mola comrigidez k.
e (Quando os elementos estao horizontais a mola ndao estd deformada.

e Coordenada generalizada = 0 (t)

Componente do vetor deslocamento em relacao ao eixo de coordenada (x, y)

r. =—(cos #i—send j)

r. =—(3cos fi—send j)

.S’
l\)||_ I\>|I_




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
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As velocidades:

r =—£(¢9$en di + 6 cos 0])

VCl G

2 C

2
. L
V., =¥ :—E(3Hsen i+ 0 cos 9])

Aceleracao:
8 =i = %[(Qsen 0+6° cos 0 )i+(fcos 0— 6 sen 9)]}
a, =T, :—% [3( dsen 0+ 6% cos 0)i+([9cos 60— 6? sen Q)j]




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
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Considerando o diagrama de corpo e a aceleracao, a eq.de equilibrio sera:

Fu=m & =>H,+H,= m[—%(ésenéwéz cos@)}
Fy=m i, =V,+V,-mg= m[—%([écosé’—é’z sen 6’)}

2
M, = Icla')l:(VA—VO)%COSH+(HA—Ho)gsen (9=—r2|2' 6

|:2x: 2 "Cyy

m, i =-H,+H, = m[—%(écos@—ézsene)}

F,

y:

m, £ =-V,+V,-mg= m{—%(éfcose—éz sen 9)}

2 "¢y

2
M, =100, :>(VA+VB)%COS(9—(H AJFHB)%senQ: nilz' 6

C




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
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Tomando
m =m,=m
Icl = Ic2 = mL
12

Sabendo que Hy; = 2 k L (1-cos0) — teremos cinco incégnitas, alem de 0(t), a
saber: H, H,, V,, V, e V; que podem ser encontrados por meio da manipulagao
algébrica das equacoes.

Encontrando H,, H,, V,, V, e V, JB® Obtém-se as equac¢des de movimento




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
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Assim, a equacao do movimento sera:

mL? @ (§+Zsen 9j+2m L°0?sen 6 cos@—mg Lcosd+4k L*(1-cosd)send =0

Utilizacao do Principio de D’Alembert

Vamos mostrar o rol das forcas de vinculo, ao comparar as duas formas de
calculo a saber: principio de D’Alembert e segunda Lei de Newton.

O principio de D’Alembert foi definido para um sistema de particulas. No
presente problema temos corpos rigidos.




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N
\J

2
Zjelementoi(d F' _rl dml)5r| + F3 5I'3 =0

dFi:—g dmj

F, =2k L(l—COSH)f

m
dm =— dé&
L S
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N
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Mecanismo estudado:

dF,

mL

mL




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

%
O vetor posicao estd composto por:

r,=¢&,(cos0i—send j)

I, :(L+§2)cosei —(L—gz)senej

r, = 2L.cosOi

E o deslocamento virtual sera:

5r,=—&,(sen 0i+cos 0 )0
or, = —[(L+Z;2)sen9i +(L—§2)cose j]86

8r3 =-2Lsen0 DI




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

L/

O vetor aceleracao sera:

" :_51[(é59”9+6"2 cos6)i+(fcosf-6°sen0) j]

g =—[(L+§2)(ésen6’+92 Cos‘g)i+(L_§z)(éCOSH—9zsen9) j]

Na coordenada r3 n3o existe massa associada. Substituindo esta
equacao assim como as equacoes das forcas na equacao do
trabalho virtual




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

j {——9 j+— cfl (fsen 6 +67 coso) i+(§cos<9—6’zsen6?)j} }
| & (sen@i+cosd 59}d§1+_|‘ {——QH
+% [(L+§2)(ésen6’+92c030) i+(L—§2)(§0039—923en9)jJ }

{—[ (L+§2)sen0i+(L—§2)cosej} 59}d§2_
—4Kk L*(1-cos®)sen & 560



# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

Agrupando e separando em 00, a equacao (26) quando:

:{ { %jOL—gf(ésenéwé’z cos@)sen9+[g . (670039—6" 2sen 6’)}

§1cose}d§1+ j{ (L+&) (sen6+6%cosd)sen 6 +

+9-(L=&) (Feoso-0"sen6) | (L& )cos0}d &, -
~4k L* (1-cos6) sen@] 50 =0




# Obtenc3o da Equacdo de Movimento — PTV

N

%
Resolvendo as integrais em fungao de &, e &,, chega-se a seguinte equagao:

mg Lcos@—%m Lz[e (1+3sen ’0)+ 367 send cose}

—4 kL*(1-cos 8)sen6 =0

e|déntica a equacao aquela obtida utilizamos a segunda Lei de Newton.

eQuando aplicamos a segunda Lei de Newton as forcas de vinculo aparecem
explicitamente no sistema de equacdes e a solucao de movimento surge ao
resolver ou eliminar estas condicdes de vinculo, o que pode ser
extremamente trabalhoso.

eAqui, as forcas de vinculo nao interferem na derivacao e a equacao surge
diretamente.




Principio de Hamilton

N

Para derivar as equacoes de Lagrange, primeiramente vamos definir o
principio de Hamilton.

Apos a definicao deste principio, as equacdes de Lagrange surgirao
naturalmente.




# Obtencdo da Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

L/

O trabalho virtual realizado pelas forcas aplicadas é:
N N
oW :ZFi o, :Zmi o
i=1 i=1

Ao contrario do caso estatico, o trabalho virtual ndo é zero no caso dinamico.

Consideremos

d y L oy y 1. .
ron) = 6onr 8y = n6n+6(gnnj

dt

? d 1. .
n8n=—(ri6n)—8(5nn)




N

# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

L/

Multiplicando a equagdo anterior por “m.” e considerando o
sistema de particulas

N N d
D m i 8, :Zmia(ri 5'?)_81_
i1 i1

T = energia cinética do sistema, temos:

N
5T +W = midi(ri r,)
= t

A solugao r=r(t) com (i=1, 2, ...,N) no espacgo de configura¢do é conhecida
como caminho verdadeiro ou trajetdria verdadeira.

Para visualizar or, imaginamos que o sistema se movimenta ao longo de
uma trajetdria variada ri(t) + or(t)




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

%
Escolhendo uma trajetéria variada que coincida com a verdadeira em t; e

t, (t =t;,), que implica or; (t;) = or; (t,) =0

Multiplicando por dt e integrando de t, a t,, temos:

N '!
\r; {‘} \ /'“ 2 [
"N /
\ / f
) ; \ ’/;’
'+‘r'<: }\o / N G /‘"'
o ﬁ; l’( 4 4 \P
S aeyllS e, (+)
) S il
. f '
-‘;’('f A =Y

74 |
: Ve C),j‘
T\




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

2 =7 2 i d -
_E (5T +5W)dt:_c ;mﬁ(“ or)dt=

:ZN:miri 5ri
i=1

Devido a natureza do caminho escolhido =>

t)

j:lz(snesvv)dt:o

or (tl)zg'] (tz):O




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

%
O principio de Hamilton pode escrever uma forma mais conveniente.

Para isto, dividimos o trabalho virtual em duas partes

SWZSWC +6Wnc

W, = trabalho das forgas conservativas

W, .= trabalho produzido por for¢as ndo conservativas

Por outro lado se sabe que : SWC = —SV

onde V é a energia potencial.




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

L/

Definindo o Lagrangeano L A T— V e considerando as equacoes acima,
o principio de Hamilton sera:

EZ (8L + SWnc) dt=0

SI}(tl):Sri(tz):O i=1,2,.., N

Para sistema conservatorio oW, = 0, resultando em

b
(Slz(sjt Ldt=0

1

5ri(t1):5ri (tz):O

i=1,2,..,N




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N
\J

Resumindo: a trajetoria real no espaco de configuracoes é representada

pelos valores da integral definida

I:_‘:ZLdt

estacionaria com relacao a todas as variacdes arbitrarias das trajetorias

entre t, e t,, considerando variagbes nulas parat=t, et =t,




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

Exemplo:

Derivar a equacao do movimento para o seguinte sistema de 1 GL

qu X(t)




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

L/

Partindo da equacao do principio de Hamilton geral e calculando as 7, V,
W, . tem-se

L=T-V=imx®—1kx’
2 2

5L:5(%mxz—%kx2j=mx OX—KXOX

O trabalho virtual das forcas nao conservativas

SW . =(F —cx)dx

n




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

Ltz[mf(&'(—kx 5x+(F —cx) 5x]dt=0

Sx (t,) = 8x (t,) =0

Para resolver a equac3do anterior é preciso eliminar X

b oo t . d
2 mx ox dt = 2 m X E5X dt Integrando por partes
tl t1

—mx 5x\:12 —f%(mx) ox dt

t2 e
= —j mX ox dt
b




# Equacdo de Movimento — Principio de Hamilton

N

L
j (-mX—kx+F—cx) & dt=0

b

Como os deslocamentos virtuais sao arbitrarios, por tanto # O,
a equacao de movimento é dada por:

mx(t)+ cx(t) + kx(t) = F(t)




# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N

Utilizaremos para encontrar estas equacoes o principio de Hamilton.
Considerando um sistema de N particulas e escrevendo a energia cinética por

L N
T:_Zmi e
23

Onde
m.= massa de cada particula

Fi = velocidade de cada particula




# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N

L/

Assumiremos que o vetor posigao r; e funcao das coordenadas
generalizadas q,, q,, ..., q, e de t

=600y, 0l )

i=1,2,..,N
Diferenciando a equacao:
or. Lol f or.
or. = » —L 3q. =) — O +—
! ZJ: qu J | ; 0 Q ot
i=1,2,..,N

T :T (q]_,qz yeo o °1qn ’q]_’qz 1e e "qn ’t)



# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N

J . . 7 . . . .
Assumindo que o sistema esta sujeito a forcas conservativas (derivada
da energia potencial) e a forcas ndao conservativas

éVV :6\/\/0 +ﬂnc :—é\/ +Mnc

Onde
V=VI(qy, q,.-..,9,) energia poténcia
OW nc = trabalho virtual de forcas nao conservativas

SeF;(i=1, 2,...,N) sdo as forgas nao conservativas

N
SW nc — Z Fi 6r|
1I=1




# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N
\J

Onde

W nc = ZQK 00,

k=1

Onde Qk sdo as forcas generalizadas nao conservativas

F
%=X Fig




# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N

L/

Substituindo no principio de Hamilton

n
It2[8L+ZQk quJ dt =0
p k=1

5, t) =50, (1) =0

Onde

L=L(g,.d,,..-.q,.8;.0,.-- .G .t)

é o Lagrangeano.

1, 2,...,n




# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N

L/

A equacado acima é utilizada para encontrar as equacoes de Lagranage em

funcao das coordenadas generalizadas q4, q,,-.,9,.

Como o Lagrangiano é funcao de varias variaveis, podemos escrever:

b k=1,2,..,n




# Equacdo de Movimento — Equacdes de Lagrange

N

1 k=1

j (5L+2Qk5qkjdt_—jt Z{dt(@qkj_ggk —Qk}éqkdtzO

Como os deslocamentos virtuais sao arbitrarios, os coeficientes que os
multiplicam devem ser nulos

d oL oL Denominadas “equagdes de
I N el I Lagrange”, permitem derivar as

dt 8qk @qk k equajcoes que g(?vernam o)

movimento do sistema.




# Equacdes de Lagrange - Exemplo

Exemplo:

N

L/

Derivar a equacao de movimento de Lagrange para o péndulo duplo.

Calculo de L:

'g,- |
Coex Ai’h (U.LOO M= K . é. )




# Equacdes de Lagrange - Exemplo

As velocidade sao

V1:L191“t1
V2:L161“t1+|-2 0, My,

= [Ll 0, COS(GZ g 61)"‘ Lzéz] He, — L,0, sen(62 n 61)“n2

ty, =sen(8,—6,) u, +cos(6, -6, )u,
tt, =C0s(6,—6,)p, —sen(6,-6,)u,
1, =—sen(6, —6,) u, +cos(6,-6,)u,
1, =c0s (0, —6,) p, +sen(6,—6,)u,

:utf = COS(@Z _01) le’l'[zll’ltz —COS(@Z _91) sen(02 _01) My, H, —

—sen (6, —6,) cos(6, —6,) 4 p, +sen (6, —6?1)2 Mo, 1,
=cos’+sen’ =1



# Equacdes de Lagrange - Exemplo

A energia cinética sera:

N

%

1 1
T = 5 mVv,v, + E m,v,v,

T :%ml(l‘l 91)2 "‘%mZ{[Ll 91005(82_01)+ L, 92]2-'_

+| L, 6,sen (02—91)]2}=

=L (mem) 2 6 m,L L, 06, 005(6,-8) + 1365




# Equacdes de Lagrange - Exemplo

A energia potencial sera:

V=m gL (L-cos®,)+m,g|L (L-cosb, )+L,(L-cos, )]

:(m1 + mz)g I_l(l—cosel)+ m,gL, (1—c0562)

=T -V = % (m+m,) 2 62 +m LL6,6, cos(6,—0,)+

"‘%mzl—; 922_(m1+m2) 9 Ll(l_cosel)_

-m,gL,(1-cosé,)



# Equacdes de Lagrange - Exemplo

SL=5T =V =| (m+m,) 56, +m,L L6, cos(6,-6)| 56
+m,L,| L 6 cos(6,-6,)+L,6, | 56,+
+|m,L L,6,6,sen (6,-6,)+(m +m,)g Lysend, | 56,
- m,L,L,6,6,sen (6,-6,)+m,g L,send, | 56,



# Equacdes de Lagrange - Exemplo

N

Para calcular o trabalho virtual realizado por F, devemos determinar a
posicao de m, sobre a diregdo de F. (L, sen 6, + L, sen 0,)

SWne = F 5(L, sen®, + L, send, ) =

=F (I_1 coso, 00, + L, coso, 862)




# Equacdes de Lagrange - Exemplo

N

L/

O trabalho virtual devido as forcas conservativas F, considerando
0,=q,e0,=q,, sera:

MWn=0,56,+0,56,

Onde
®,=FL,cos0, e ®,=FL,cos 0,

Sao as forgas ndo conservativas generalizadas Q, e Q,, respectivamente




# Equacdes de Lagrange - Exemplo

N

Escrevendo as seguintes relacoes:

oL - -
v (m,+m,)L 6,+m,LL,6,cos(6,-6,)
1

;9!‘ =m,L,L,6,cos(6, - 6,)+m,L36,

2

oL ]
o m,L,L,00,sen(0,—6,)—(m,+m,)g L send,

1

oL
00,

=-m,L,L,06,sen(6,-6,)-m,gL,send,




# Equacdes de Lagrange - Exemplo

N

L/

As equacoes de Lagrange sao:

= (M, +m,) 56, +m,L,L,0, cos(6,—6,) |-m, LL,6, 6, sen(6,-0,)+

+(m,+m,) g Lsend, = F L, cosé,
d

p [ m,L,L,6, cos(6,—6,)+ m2L§6'?2]+ m, L,L,6, 6, sen(6,—0,)+

+m, gL,send, =F L, cosé,

Aplicando a derivada temporal se chega a equacao de movimento (equacao

diferencial) do sistema de péndulo duplo, igual a obtida pelo principio de
Hamilton




N

# Equacdes de Lagrange - Exemplo

%
Assim, a equacao de movimento é dada por:

(m +m,)LF 6 +m,L,6,cos(6,—6)—m,L L6 sen(d,—6,)+
+(m, +m,)gsend, = Fcosd,

m,L,L6, cos(6, —6,)+m,LL, 67 sen (8, —6,)+m,L56, +
m, g send, = F cosé,




# Equacdes de Lagrange — Coordenadas Generalizadas

N

L/
No caso mais geral o vetor de posicao “r” sera funcao de
G =100y e Oy t)
E a sua derivada sera: P = dr, < or . +@

Tt r:1a—CIrqr pe

N
A energia cinética, tomando a sua forma mais geral, sera: T = EZmi T
—

1Y " Qo or or. < or. or. or.
T=-m S0 g 2 I i M R
52 | 2 o aq & &Zaqrqr &&}

i=1 r=1 s=1 r=1




# Equacdes de Lagrange

N

%
Podemos dividir esta energia em trés partes _
T=T+T+T,

onde

1 n n . .
Tzzaz Zmij 0 g

izl j=1

N or. or *Coeficiente de inércia em fun¢do das
s s
m; = E m, coordenadas escolhidas
s1 09 04,

mrs - mrs(ql’qZ 2.2 "qn ’t)




# Equacdes de Lagrange

N

e, . . . .
T1 — EZ fj qj Funcao linear da velocidade generalizada
j=1
f _ZN: or. or,
= "ot 04,

Também aqui os coeficientes f, (s =1, n) sdo dependentes das coordenadas
generalizadas e do tempo assim como m,,

fy = fs(CI1’q21'-'1qn1t)




# Equacdes de Lagrange

N

L/

O ultimo termo

Em geral, T, é fun¢ao da coordenada generalizada e ndo da velocidade
das coordenadas generalizadas. E uma enrijecimento (flexibilizac3o)
estrutural devido a campos longitudinais de esforcos (forcas centrifugas

em corpos girante)




# Equacdes de Lagrange

N

L/

Desta forma o Langrageano sera:

L=T-V=T,+T,-U

Potencial dindamico U =V _TO

Esta inclusdo de T, em U é devido a que a mesma é funcao
das coordenadas generalizadas, de forma similar a V.




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

L/

PONTO DE EQUILIBRIO DO SISTEMA

As coordenadas generalizadas g; (t),j =1, n formam um vetor

)=[(t) sG]

A medida que “t” varia, q(t) varia formando uma trajetéria conhecida
como trajetodria dinamica.

Para que o estado do sistema seja completamente determinado (o
estado de uma particula descrevendo uma trajetdria dada), devemos
conhecer além de q; (t), j =1, n, a informacao da sua velocidade

qj(t) j=1,n




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

L/

Assim, podemos supor que  {; (t) e qj (t) sao subvetores

de outro maior (2n dimensdes) conhecido como vetor de estado

q g @)

Um ponto de equilibrio do sistema, o do espaco de estado, é
caracterizado por:

q,(t)=q,, =cte
Para todo tempo e para
todas as particulas

qi(t):O ]

Se g,.,# 0 paraalgumi=1, n > o ponto de equilibrio se diz ndo trivial




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

L/

Tal ponto pode ser representado por e = [qe O]T

Se g,, = 0 para todo i = 1, n, o ponto de equilibrio é trivial

Para que exista este ponto de equilibrio é necessario que todas as forcas
dinamicas que atuam no sistema sejam nulas ou constantes no tempo.

Se o ponto de equilibrioé e=[g, 0] etomando

Qk =0, k=1n estas forcas ndo ocorrem em
nc funcao do movimento




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

L/
Como as velocidades generalizadas sao nulas T2 = T1 =0

L=-U

Como U nao é fungao das velocidades generalizadas

8—.L=O k=1,n
oq,

Concluindo — que gq,, deve satisfazer, no equilibrio

PRINCIPIO DE MiNIMO
oU

—=0 k=12,...,n POTENCIAL DINAMICO
8qk

n equacdes com n incognitas - q,,, i=1,n




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

PEQUENOS DESLOCAMENTOS

Consideremos o importante caso em que as variacoes temporais das
coordenadas g, j = 1, n sdo pequenas em torno de um ponto de
equilibrio e que m,, sao constantes.

A mesma hipdtese leva a que f, = cte e T, € uma forma linear da
velocidade.

T, => esta associado as variagdes do sistema de referencia local e ocorre
em sistema giratoérios onde esta presente o efeito giroscopico.

T, => esta associado a rotagdo do sistema e o aumento de sua rigidez
pela forca centrifuga (rotor de helicopteros).




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

%
Estudemos cada parcela da equa¢ao de Lagrange e o resultado apos
implementar estas consideracoes.

1 n n
=5 2 2. M 64,

i1 j=1

Funcao quadratica das velocidades generalizadas




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

Desenvolvendo “f.” em série de Taylor e desprezando os termos de
r

ordem superior, com :

ponto de EQUILIBRIO Termos de ordem superior




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

<

; _ZN:m arj arj N Zn: of

S ' ot ogq, = 0q,

fr.é(afr

J aqj
n

Assim: fr :Zf” CIJ, r=1,n

j=1

Sendo T1 funcao das velocidades e coordenadas
generalizadas:

Tl :%ZZ 1:jr qr qj

r=1 j=1




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

L/

Ponto de referéncia em geral considerado nulo,

Fazendo uma analise similar com U (energia potencial
dinamica)

igual a uma constante,
nao influencia nas eqgs. Lagrange

1 n n
U =222k,

i=1 j=1




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

%
As forgas externas generalizadas sdao definidas como Q, e as forgas

nao conservativas, em forma ampla, sdao as forcas de amortecimento
viscoso e as forcgas circulatérias (funcao de Rayleigh).

n n n n
1

37252 2. Gy G+, 2y g

i=l =1 i=l j=1

pode observa-se na pratica que a matriz formada por h;; € anti-simétrica.

h. =—h..

1 L

produzida pelas circulacao do ar sobre a hélice do helicéptero, por exemplo




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

Nota: Tomemos T, como uma parte de Lagrangeano e fagamos

d (oL
dt | ag

d (0T, ) d[~x=,+ ﬂ:nf_'_
s ()-af5ra) B

J=1




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

3 Quando aplicamos as equacoes de Lagrange:

d ( OoT oT L « ;
dt( 1)‘ 1_Z(fk1_f1k)qj

oq, ) 0q, ¥ =1

=29 G,
-1

gkj =—0 ik matriz giroscopica € antisimétrica




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

J
Tomando:

L=T,+T,-U

U=V-T,

Q,, i =1, nforgas externas generalizadas e F como a fungdo dissipacdo .

Aplicamos as equacdes de Lagrange

d{oL) oL oF
— =+ =Q
dt{ oq. oq. oq.




# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

o aZT T aZU <ol 62 (?‘
1", iToq 4 '~ 0, a0,
gij:fij_fji: d 8T1 _ﬂ
dt\ oq, ) oq,

__FF & F
' oq,0q, " aq 69



# Equacdes de Lagrange - Linearizac3do

N

Zn:[mijq'j +(Cij + 0 )qj +(kij +hy )qj ] =Q;

=l

Na sua forma completa e matricial:

MG+(C+G)g+(K+H)g=0Q

onde: (- [C;] € a matriz de amortecimento viscoso (simétrica).

G = [g;] é a matriz giroscopica (anti-simétrica).

H = [h;] é a matriz de circulagdo (anti-simétrica).

Q = vetor de excitacao do sistema em coordenadas generalizadas.
M = [m;] matriz de inércia (simétrica).

K = [k;] matriz de rigidez (simétrica).




