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1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

F) MODOS ASSUMIDOS




# Modos Assumidos

e Assume-se a reposta de um sistema continuo da forma

coordenadas espaciais

y(x,t)=2 a(x) at)
|:1 ........................
funcOes de teste
e Sabe-se também que:
Energia Cinética Energia Potencial

Coeficientes inerciais Coef. matriz de rigidez



# Modos Assumidos — Energia Cinética e Potencial

Por exemplo, as energia cinética e potencial em uma BARRA s3ao dadas por:

! _;EPA(X{@vg’t)fdx zgimx{gmx)qxo} 354 00,0
-1 ZZM 99, x)dx} /00,0

=1 j=1 m..

1)

U :%JL.EA(X ay(X’t)TdX Z;_‘L-EA(X){i dg (X)qi(t)} {i dg, (X)qj(t)} dx

OX = dx = dX

' =1i_z”;ﬁ A (1) 6 (x)dx} k),

J



# Modos Assumidos — Energia Cinética e Potencial

Por exemplo, as energia cinética e potencial em uma VIGA sao dadas por:

2o Y60 o <2 ts] S| S om 0]

T :1ijﬁm(x>¢, (4 00| a0

m..

2 i=l j=1| o i




# Modos Assumidos — Energia Cinética e Potencial

N
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End Conditions | Mode Shape Natural
of Bar (Normal Function) Frequencies

1 Fixed-free
)

Free-free
——

Fixed-fixed
7

U,(x)=C, sin(zn—;¢‘E

U,(x)=C, cos%

U, (x)= C,cos 17X

]

oy = (2n+ 1) mc

! 21
n=012...

il

e Além disso, para BARRA e VIGA, as funcdes de teste sao diferentes —
dependendo também das condi¢cdes de contorno, conforme abaixo:

VIGA

End Conditions

~

of Beam Mode Shape (Normal Function) Value of B,/
Fixed-free . . i
. W,(x) = C,[sin B,x — sinh B,x Bl = 1.875104
— a, (cos B,x —cosh B,x)] | B,/ = 4.694091
where Byl = 17.854757

Free-free
1

Fixed-fixed

—

W,(x) = C[sin

where

o = (sin B, + sinh Bﬂl)
n c

+ @, (cos B,x + cosh B,x)]

os B, + cosh B,/

B,x + sinh B,x

where

n = (cclsh B,l — cos B,1

W,(x) = C,[sinh B ,x ,x — sin B,x
+ a, (cosh B,x — cos B,x)]

sin B,/ — sinh B,,r)

_ (sinh B,l — sin ,8,1!)

K ay ((;05 B,/ — cosh ﬁ”f/

Byl = 10.995541

Bl = 4730041
Bl = 7.853205
Bl = 10.995608
Byl = 14137165
(Bl = 0 for rigid-

body mode)
Bil = 4.730041
Bl = 1.853205

Bsl = 10.995608
Byl = 14137165




# Modos Assumidos

Aplicando as equacdes de Lagrange:

d oT _aT  au _
dt og, oq, q,

Q. k=1...n

sobre a energia cinética e potencial e considerando as forcas generalizadas atuando
sobre o sistema, obtemos a equagcao de movimento do sistema nao amortecido:

Zmijqj+zkijqj:Qi’ 1=1...,n.
J=1 j=1



# Modos Assumidos

Onde Qi sao as forcas nao conservativas generalizadas. Assumindo que a
forca externa € apresentada em forma distribuida e concentrada em X; cujo
modelo matematico é: f(X,t)+ F 5(X— X; ), comi=1...n, isto &, n forgas

concentradas, cada uma delas nos pontos X; do sistema.

Note que para definir o esforgo Fi foi utilizado o delta de Dirac, (X —X;) =0

com X# X eque cumpre com a relacdo:

IOLﬁ(x—xi)dx:l

Isso representa um esforco concentrado.



# Modos Assumidos

O trabalho virtual das forcas nao conservativas € dado por:

SW (t) = j (x,t)+ F ()5 (x — %) |y (x, t)dx

O e ™

[£(x0)+ 50 %)]Y-, (088, (0

et |
=Z{ | {f(x,tm (odx+ Y F ()4, (xi)}fqr(t)}

C iQr (e, ()



# Modos Assumidos

Concluindo que a forca generalizada é dada por:

Q. (1) = | £ (x ) (X)dx+ 3, (09, (%)

comr=1an

Assim, matricialmente, a equagcao de movimento ndao amortecido por modos
assumidos é:

[M] {6+ k] {a® = 1Q)}



# Modos Assumidos - Barra

Considere uma vibracao longitudinal ndo uniforme, engastada — livre (em x=0 e x=l,
respectivamente), com uma mola de rigidez k fixada no extremo livre e cujos dados

sao apresentados abaixo, encontrar a equacao de movimento.




# Modos Assumidos - Aplicacdo

Solucgao: Da teoria do continuo, calculo dos modos de uma barra com engastada -

livre, assume-se a seguinte funcao de teste ou modo assumido para o presente

trabalho:
o 7IX
(X)) =sIn(21—-1) —
& (X) ( )2L

comi=1lan



# Modos Assumidos - Aplicacdo

A energia cinética toma a forma geral:

oy (X, t)}

T(t)= j m(x)[

-] m(X){Zﬂ ()¢, (t)}

=—qu (t) ¢, (t) j m(x

=l j=1

Z¢j (X)q; (t)
1 .

)8, (X)¢; (X)dx

dx




# Modos Assumidos - Aplicacdo

Os coeficientes da matriz de inércia sao:

; 6 5l (x| . X . X
= E[m(x)¢i (X)@; (x)dx = Smﬂl—z(l_) }SII’](ZI —1)zsm(2] —1)idx
comij=1an

Por outro lado a energia potencial possui a seguinte expressao:

V(1) =

N |-~

[ EAGg| Y t)} et L yLor

" | OX
EAG| S A 0) ()}{ S }dx+ k{zm)q (t)}{zcb (x)q, (t)}

0 | i=1 OX

%ZZC{ (t)q ('[)|:_" EA(X )8¢ (x) ¢ & )dX+k¢ (XL)¢ (XL)i|

N |

=1




# Modos Assumidos - Aplicacdo

Os coeficientes da matriz de rigidez:

a¢(x) ¢()

ki = j EA(X) dx+ ke (% )kg; (%)

gEA(Zl D2 (2] —1)2Lj{ —%Gj }cos(Zi—l)Z_cos(Zj—l);z:(_dXJrk(_l)m

comij=1an

Assumindo uma forcga externa distribuida do tipo:
f(x,1) = foul®)

Sendo ,Ll(t) a funcao degrau e fo uma fungao constante.



# Modos Assumidos - Aplicacdo

A forca generalizada sera:

f ()= f f (x,t)¢, (X)dx = foy(t)fsin(zr —1)2—”’Cdx

2 f,L
- @i-D)

(t)

Com as matrizes de massa (M) e rigidez (K) e com a forca generalizada a equacao
de movimento é obtida, o que é o objetivo no exercicio.



# Modos Assumidos - Viga
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Energia Cinética:

1

T==

2

Como

modos assumidos

ZZmuq d,

i=1 j=1




# Modos Assumidos - Resumo

m; = [ PAG (); (X)dx+m,g (x, ) (x,)

Energia Potencial:

%I FZ”(X t)} dx+%kia)(xi,t)2

:_szuq q;

=1 j=1

= [ E1g (00 )X+ kb (%) (%)



# Modos Assumidos x Coeficientes de Influéncia

Modos Assumidos Coeficientes de Influéncia

N
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Sistema continuo
f

vy bbb v

I D
IR IE AR R

5 q R .o

v M nan(t)nxl + Knan(t)nxl = f (t)nxn

>4 (X)a (t) -

- a
; q(t)=1{ 24

Sistema discreto

M nan(t)nxl + Knan(t)nxl = f (t)nxn

w

- <«<— =
— <—

Vi

O
=
o]

w

Gn J
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1. TEORIA BASICA DE VIBRACOES

G) PROBLEMA DE AUTOVALORES E RESPOSTA EM
FREQUENCIA




# Problema de Autovalores

e Conforme estudado nos métodos anteriores, a equag¢ao de movimento de um
sistema de multiplos graus de liberdade é dada por:

M t)+C (1) + K a)= 1 0

e Para obter a solucdo de equacio diferencial homogénea, f (t): 0
M G(t)+C q(t)+K q(t)=0

e Supondo que a solucao é dada por

q(t)=¢ e



#® Problema de Autovalores — Sistema n3o-amortecido /

Amortecimento proporcional

N

L/

No sistema ndo-amortecido ou com amortecimento proporcional, substituindo a

solucao na equacao do sistema, tem-se

—O*M +K|ge =0
| ]

Ou

- o’M +K|p=0

e Sendo A= Qz, chega-se ao seguinte problema de autovalores

A; = i-ésimo autovalor

JA =Q; - frequéncia natural do
sistema ndao amortecido

———
SS,

______

? - i-ésimo modo de vibrar.




#® Problema de Autovalores — Sistema n3o-amortecido /
Amortecimento proporcional

e As frequéncias naturais determinam, para o sistema ndao amortecido (ou com
amortecimento proporcional), as frequéncias para as quais o sistema possui uma
impedancia muito baixa ou nula. Ao ser excitado nessa frequéncia, o sistema
respondera com grande amplitude de vibracao.

e Os modos de vibrar representam a forma de vibrar do sistema para cada frequéncia
natural do mesmo.

e (Quando a frequéncia de excitacao coincide com a alguma das frequéncias naturais,
o sistema amplificara sua vibracdao, predominantemente na forma de vibrar
caracteristica associada a frequéncia natural excitada.



#® Problema de Autovalores — Sistema n3o-amortecido /
Amortecimento proporcional

-
N
7
7
2 s . »
7
7
/ lql l‘h lq3
T’JN\‘ — r——i—\ ~] NO Matlab
A/ ¢11| ¢12 ¢13

A= Ay O = ¢21' D12 Pos > K¢ = AMg
A ¢31i D s ] @, A]=eig(K,M)




# Ortogonalidade dos Modos — Amortecimento proporcional

* Sendo os autovalores A; e /; distindos entre si, tem-se:
— O? 2 —

A4 =07 = QMg = Ko,
— 0?2 2 |

A, =0 = O0’M ¢, =K,

E premultiplicando as equacgdes por ¢JT e ¢iT , respectivamente:

QF ¢ Mg =9 K 4
Q4 Mg =4 K
e Considerando simetria para M e K, mostra-se que:
¢|T M ¢j :¢JT M ¢|
¢|T K ¢j :¢JT K ¢|



# Ortogonalidade dos Modos — Amortecimento proporcional

N

e Entao,

(@ -5) ¢ Mg =0

e Comisso,sel#] 9Qi;é!2j

#HM$=0 ¢ Kg¢g=0

* Istoé, os vetores ¢, e ¢ sdo ortogonais em relagdo a M e K.

e Seli=|]

HM g=m; K¢ =Kk




# Ortogonalidade dos Modos — Amortecimento proporcional

N
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e Matricialmente

m. —Dd"'M D k. —O'KD

e Ortogonalizando os autovetores ¢ por ,/m; , ou seja

o ¢2 iy
{ vm vm V } O
e Obtém-se, entao:

OM O =[1] G 2| 4 |=a

0 0 |




# Ortogonalidade dos Modos — Amortecimento proporcional

e Como o amortecimento C é proporcional 2 C=a M + f K

e Assim,

dIC O, = % =| 20, |=T

onde ¢ e €., s3o a razdo de amortecimento e a frequéncia natural,

respectivamente.

e Devido os ¢ serem ortogonais em relacdio a M, C e K (para amortecimento
proporcional), estes vetores podem ser usados como uma base para achar a
solucao do sistema.



# Resposta no dominio da frequencia — Amortecimento
proporcional

e Supode-se que a solucao do sistema é dada por:

at)y=®p(t);

e Esta eq. representa uma transformacao de coordenadas do espaco de
configuracao para o espaco modal através da matriz @

* {g(t)} — coordenadas generalizadas no espago de configuragao
* {p(t)} — coordenadas generalizadas principais no espago modal do sistema;

e Aplicando esta eq. na equacdo do movimento e pré multiplicando tudo por @T

[1]p(t)+ [Clp(t)+[A]p(t) =7 £ ()



# Resposta no dominio da frequencia — Amortecimento
proporcional
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e Aplicando a Tranformada de Fourier na eq. anterior, tem-se

0?1 +ior+AP(Q)= 0 F(Q)

e Como Q(Q):CDP(Q)

e Aresposta do sistema sera dada por

Q(Q) {cp[— Q21 +iQr + A}lcpﬂlr(g)

FRF = H (Q)




# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral

e Dado um sistema
Mei(t)+Ca(t)+ Ka(t)= f (t)

onde as matrizes M, C e K s3o reais e simétricas e o amortecimento C é nao
proporcional, assume-se que

{f}=0 e faj=igje"

e Entdo a eq. acima se torna:

[s?M +sC+K] {g}=0

e QOu,

D] {4} =0, i=1...,n



# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral

e Para encontrar uma solugao # da trivial, ¢ # 0, a matriz D deve ser singular, isto é
det|D|=0
e |sto leva a equacao caracteristica do sistema, com 2n raizes:

2n 2n-1 .
s+ psST 4. 4+P,, S+ P, =0
e os coeficientes p sao reais pois as matrizes M, C e K sdo reais.

e Asolucdo é encontrada no espaco de estados (2n dimensional), onde a variavel de

estado é
o-f2)



# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral

e Reescrevendo a equacao geral em funcao da variavel de estados

[C M ]n><2n y(t)anl + [K O:|n><2n y(t)anl o f (t)2n><1

Sistema de n equagdes com 2n incognitas

e Entao, adicionando a igualdade absoluta abaixo, forma-se um sistema de 2n
equacdes com 2n incognitas:

[M O]ann y(t)anl + [O o M ]n><2n y(t)anl — 02n><1

e Portanto:

C M K 0 f(t)
/(t t =
|:M O :|2n><2n y( )an1 +|: O B M :|2n><2n y( )Zmd { O }anl



# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral

e QOu, simplificadamente
Ay(t)+By(t)=gl(t)

e Considerando g(t)=0 e supondo

y(t)=6¢e"

B Rt

e Assim, a equacao simplificada torna-se

[sA+Blp=0

e Analogamente, o problema de autovalores para amortecimento geral é

BO = A.A6, e A=-s



# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral —

Ortogonalidade

N

L/

Se A e B sao simétricos, € facil mostrar como foi visto, que a seguinte relacao de
ortogonalidade é satisfeita.

‘91T Al =a;0; o, = Deltade Kronecker
GjTBHk =b,d; J,k=1....2n
o, A

Ortonormalizando O :

e

Chega-se a:

OF Ab, =5,

O'BO, = 1,5,




# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral —
Ortogonalidade

N

J
e Matricialmente:

®'BO=A O A® =

s onde  @=[g,....0,] A = diag (4 )

Matriz Modal Matriz Espectral




# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral —
Ortogonalidade

]
T- Expandindo as condi¢cdes de ortogonalidade, obtemos:

C M b, - K 0 & .
{¢j Sj¢j }1x2n |:M 0 :| 2nx2n {Sk¢k}2nx1 ) 5jk {¢J Sj¢j }1X2n |:O N Mi| 2nx2n {Sk¢k }anl ) Sjéjk

'Ch +S.0 M@ +¢ M@s, =0,
¢j ) J¢J ik ¢J DS, k Sj3k¢jTM¢k_¢jTK¢k:_Sj51k

(5, +5 )M ¢ +4/Ch =5,

Sej # k, e =S,

25, M ¢ +4]C4, =0 SITM ¢ — 4] Ky =0

__$iCh _25Q;m, f_ﬁﬁK@__kj O?

SJ' B T o
20/M g 2m.

]

i T T - j
2m, ¢ Mg m,

S; =682, si|=|-4|=¢,




# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral — Resposta
no dominio da frequéncia

N
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e Como no espacgo de estado a eq. de movimento é dada por

Ay(t)+By(t)=g(t)

e Efazendo {q (t)} =0 {p (’[)} e pré multiplicando por @T

®' AGp(t)+O'BOp(t)=0"g(t)
e Devido as propriedades de ortogonalidade:

| p(t)+A p(t)=0Tg(t)




# Problema de Autovalores — Amortecimento Geral — Resposta
no dominio da frequéncia

N

%
e Aplicando a transformada de Fourier e reorganizando a equacao:

iQ1+A]P(Q)=0"G(Q)

e Sabendo que: Y(Q)I G P(Q)

e Portanto:

v(@)+ofiol +Al'0"G(Q)
I

FRF (espaco de estado)




# Modos Assumidos — Discretizac3o

e Tendo a eq. de movimento obtida por modos assumidos

M nan(t)nxl _I_ Knan(t)nxl — f (t)nxn

Do problema de autovalores:

Q. e 1w, ,comy ortogonalizado

e Fazendo uma transformacao de coordenadas e pré-multiplicando por ¥T

q(t)="¥ p(t)
Y'M Y p(t)+P'CV¥p(t)+¥' KW p(t)=Y'F(t)

e Com C = amortecimento viscoso proporcional

PICP=| 20




# Modos Assumidos — Discretizac3o

e Como:

Y "M¥Y=l >¥Y'M=¥"
W) =mv

C=MV¥| 250 |¥"M

e Devido as propriedades de ortogonalidade e aplicando a transformada de Fourier:

Q7L+ 250\ JiQ+] \ ]]P(Q)

P(Q)=D7" ¥' F(Q)
[Q2|+igz[ \ 260\ [\ Qf 0\ ]




# Modos Assumidos — Discretizac3o

e Portanto:

e Conhecido o vetor Q(£2), o deslocamento do sistema y(X, t)

Y(60)= 2600, (1)= o(x) gt

QQ)=¥YD'¥'F(Q)

Y(x,Q)=d(x)¥D ¥ F(Q)

e Forcas Generalizadas

LL f(x,t)e (x)dx + Zl; P.(t) ¢ (xj )

i=1,n
j=1,1



# Modos Assumidos — Discretizac3o

e Se a excitacdo distribuida f (X,t) = 0 e s6 existe uma P(t) na coordenada “x,”

- 0=P() Al ) |
- _olbly)-la) 46,) - Al LPEL

* P(t) é uma fungdo escalar, uma Unica excita¢do na coordenada Xo;

e Se P(t) faz-se um vetor de Ix1 e existe a possibilidade do sistema ser excitado em

todos os pontos. | i
¢1(Xpl) ¢2 (Xpl) ¢n (Xpl)

F(@)=a(x,) P()=| A%) A1) = 4%)) p(q)

(k) ) = ),

T

nx|




# Modos Assumidos — Discretizac3o
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e Portanto:

Y(x,Q)=d(x)¥D ¥ F(Q)

Y(x,Q)=0(x)¥D ¥ D' (xp P(2)




# Modos Assumidos — Discretizacdo — SISO

N

%

e Neste tipo de sistema

P()ou P(t)escalar CDS(Z): matriz, .,

O(x)=[g(x) &(x) - X)L,

e Aresposta € obtida em qualguer ponto da estrutura;

e Para um ponto especifico de resposta X

Y (X, Q)= D(x,) ¥ DT @7 (x, ) P(Q)

a(Q), ,1=P(x;) ¥D¥" @ (x,)

[xp,xR




# Modos Assumidos — Discretizacdo — MIMO

]
T- Vamos supor que o sistema continuo, de variavel X, tem sido discretizado em |

ponto. Entao:

@' (xp)z

¥ (Q)=®,, ¥D ¥ @

_¢1<Xp1) ¢2(Xp1)
¢1(?(pz) ¢2(.sz)

a(x) Blx) -

T

D (xg)

4 (x,)

A(%,) 4:(%.)

4,(%,)

() 405 -

' ¢n(xp1)_
' ¢n(?(pz)

%bmx

:(D(Xp)

i P(@)g

nxl|

Matriz de autovetores do sistema que é
igual ao produto dos autovetores do
sistema auxiliar e os modos assumidos

a(Q)

[Xp’XR

=linha,_[®(x, )¥D ¥ coluna, |®(x, )




# Parametros Modais - RESUMO

e Parametros Modais que representam um sistema
e Matriz espectral 2 A

e Matriz Modal 2> @ ou O;

e Para sistemas ndao amortecidos ou ¢ Para sistemas com amortecimento
com amortecimento proporcional: geral:
. A= s,
A = Ai l
[ 11 $12 $13 ]
(]511 ‘(]512 (]513 : : :
o = . . . a Dni Pni Dni
qu qu qu S1p11 S2P12  S3P13
L Sifni  SiPni  SiPni




# Resposta no dominio da Frequéncia

A FRF do sistema é dada por

A
\V

1° Modo / 30 Modo

2° Modo 40 Modo




