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Eixos
Obijetivo:

Transmitir movimento de rotacao e torque de uma
pPOosicao a outra,
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Carga em eixos

-Torcao devido ao torque transmitido;

-Flexdo devido as cargas transversais em
engrenagens/polias;

-Caso geral: torque variado e momento variado em
combinacao.
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Conexoes e Concentracao de tensdtes UFPR
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Conexoes e Concentracao de tensdes YUEFPR

-Chavetas;

-Anéis retentores (usados para nao permitir movimento axial do
eixo contra o mancal);

-Pinos transversais;

Usados para segurar elementos fixados ao eixo a fim de
trasmitir o torque requerido ou prender a peca axialmente.

Contribuem na concentracao de tensoes.



Materials para eixos

-Aco: alto modulo de elasticidade, minimizando
deflexoes;

-Ferro fundido: engrenagens fundidas com o eixo;

-Bronze e aco inoxidavel: ambientes maritimos ou
COITOSIVOS;

Aco endurecido: eixo se apdia em mancal de
deslizamento;

Acos liga: alta resisténcia.




Poténcia no eixo
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Projeto de EIXos

Definicoes:

O termo EIXO normalmente se refere a um
elemento relativamente longo, de seccéao circular,
gue gira e transmite poténcia.

Por outro lado, porém, um eixo pode possuir uma
seccao nao circular e que nao precisa,
necessariamente, girar, sendo assim um elemento
estacionario que serve para suportar um elemento
girante (como o0s eixos de um automovel, por
exemplo).




Projeto de EIXos

Preliminares:

‘o dimensionamento das engrenagens, polias,
mancais e demais elementos deverao ter sido
preliminarmente analisados, com definicoes acerca
dos seus tamanhos e espacamentos”

“tais parametros permitirdao uma analise mediante os
criterios de deflexdo e rigidez, como também, de
tenséo e resisténcia”



Projeto de EIXos

Deflexd0es e inclinacbes — a geometria de um eixo
corresponde geralmente a um cilindro escalonado,
sendo que as analises referentes as deflexdes e
iInclinacbes somente poderao ser realizadas apos a
definicao completa da geometria do eixo!!

Inclinacoes deflexdes
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Projeto de Eixos LR

Exemplo




Projeto de EIXos

Tensdes normais no eixo

M..C

QD

ki: fator de concentracao de tensao de fadiga por
flexao alternada;

k... fator de concentracao de tenséo de fadiga por
flexdo media;



Projeto de Eixos

Para eixo de dimensao solida e circular:

d wd?
2 64
32M,

%0 =K d’

o —k 32M




Projeto de EIXos

As tensoes torcionais de cisalhamento média e alternante
sao dadas por:

T
Ta:kfs ar
J
Tm :kfsm Tmr
J

ki@ ki, SA0 fatores de concentragcao de tenséao
torcional de fadiga para componentes médias e
alternantes.



Projeto de EIXos

Para eixo de dimensao solida e redonda (Pag. 920):

4
C:r:Q J:ﬂd
2 32
16T,
Ta — kfs 7Z'd3
ok, 16T



Projeto de EIXos

Para F, estatica (peso):

d 7 d*
C=r=— J =
2 32
F, 4F
Onm :kaK:ka 7Z'd2
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Critérios de falhas em UFPR

caregamento combinado

Combinacao de torcéo e flexao em materiais ducteis
em fadiga segue a relacao eliptica:

2

2
[Ga 4 tm -1 Flexao alternada x torcao
S

S estatica
e yS

o, :tensao flexional

S, :limitede fadigaem flexao pura

t,. :tensdoestaticatorcional

S, -resisténcia de escoamentoatorcao



Criterios de falhas em
caregamento combinado

| planc of Fq and F3

Mt 1o scale
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Critérios de falhas em
carregamento combinado

Combinacao de torcéo e flexao em materiais ducteis
em fadiga segue a relacao eliptica:

2 2
o, T, < ~
—a | 4 —1 Flexao reversa x torcao reversa

S S

e €S

o, -tensao flexional

S, :limite de fadigaem flexao pura
t, :tensao reversatorcional

S, :limitede fadigaemtorgao pura



Projeto do EIxo

Deflex&o geralmente e o fator critico, porque deflexdes
excessivas causarao desgaste rapido dos mancais dos
eixos.

Engrenagens, correias ou correntes comandadas
pelo eixo podem tambéem sofrer por desalinhamento
iIntroduzido pelas deflexdes dos eixos.

Projetado pela primeira vez usando consideracoes
de tensao, e as deflexdes sao calculadas uma vez
gue a geometria esteja completamente definida.



Projeto do Eixo

Freqléncia natural do eixo deve ser diferente da
freqliéncia de excitacdo, caso contrario vibracoes,
tensdes elevadas e grandes deflexdes devido a
ressonancia poderao ocorrer.



UFPR

Projeto do EIxo

Regras gerais para projetos de eixos:

1) L menor possivel para minimizar tensoes e deflexdes;

2) Bi-apoiado ao inves de balanco;

3) Usar eixos vazados (melhor razéo rigidez/massa);

4) Colocar concentradores de tensao longe das regioes de
grandes momentos fletores; aliviar o efeito com alivio de
tensodes (R grandes).

5) Minimizar deflexdes, usar aco baixo carbono (baixo custo);

6) Para cargas axiais de compressao, utilizar somente um
mancal axial para evitar de sobrecarregar os mancais na
expansao;

7) Freqguéncia natural do eixo deve ser maior do que 3 vezes a
freqléncia de excitacao.



Projeto do EIxo

(«——— Low cycle > High cycle

UFPR
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Y
Y

A

Finite life >

Fatigue strength S,

10° 10! 107 10° 10% 10° 10° 107 108
Number of stress cycles, N

Um diagrama S-N tracado a partir dos resultados de testes de fadiga axial completamente
inversa. Material: aco UNS G41300, normalizado; Sut = 116 kpsi. (Shigley, pg.310)
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Projeto do EIxo UFPR
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Projeto para flexao alternada e torcéo fixa:

c,#0; 7,=0,0,=0; 7, #0;

Derivacao da equacao de eixo da ASME:

2 2
& + T_m :1
[Sej [SYSJ

Fator de seguranca N




Projeto do Eixo

Para cisalnamento puro:

Tensao equivalente de Von Mises: definida como a tensao de
tracao uniaxial que criaria a mesma energia de distorcao
criada pela combinacao atual das tensdes apicadas.

Permite tratar casos de tensao multiaxial combinada a tensdes
de cisalhamento como se fossem devidos a um
carregamento de tracao pura.:

S,
O, = T O 5778 max
. S, S, : resisténcia de escoamentoator¢ao;
g «f S, : tensao de escoamento.



Projeto do EIxo

2 2
O T
(Nf —GJ +| N, +/3=m | =1
S. S,
Substituindo-se as tensoes:

- 2 T -2
32M YN, )| 16T\ N;+/3
K. - || Kign ——3 =1
I rd S, ) rd S,

2 2
d:<32Nf K, M. —Ir§ kfsmT—m >
T S 4 S

Oou.

N |-
J




Projeto do EIxo

Padronizacao ASME: k.. .=1,0

fsm

N |-
W=

2 2
d:<32Nf K. M. +§ T -
T S 4\ S




Projeto do Eixo

Projeto para flexado alternada e torcao alternada:

( B 1

32 |\|]c \/(kaa)2+j(kfsTa)2 \/(kmem)2+j(kfsTm)2

+ S
T Sf S

w|

ut




Projeto do Eixo

Projete um eixo circular para suportar uma poténcia de 1000 W a 1800 rpm e

submetido a um momento fletor alternado de 20 N.m. Utilizar um fator de
seguranca de pelo menos 3,0 e material aco 1020, com tensao limite de fadiga em
flexdo pura de 200 Mpa e tensao de escoamento em tracdo de 393 MPa ?

P=Tw

1000W = T(zn)@
60

T_=530N.m

M, = 20,0N.m




Projeto do Eixo UFPR

1
N =

N |-

S, =393MPa

S, =200 MPa

Wl

( 1 A
2

2 2
q_ %32(3) (120000N.mmj N 3(5300) >
7 200 4\ 393

\ J

d =14,54mm




Projeto de Eixos por

Restricoes Geometricas

* Primeiro passo consiste em dimensionar as engrenagens e polias para a
velocidade e a poténcia especificadas.

» O diametro de raiz dos dentes de engrenagem ou sulco de polia, somado
ao espaco radial para um rasgo de chaveta, fixa uma restricdo no
tamanho do eixo.

«Com o tamanho de engrenagem e polia, as forcas no sistema sao
fixadas.

*O segundo passo é selecionar mancais para prover vida adequada sob
essas forcas e velocidades. Apos serem selecionados os mancais, a
distancia entre eles sera definida.



Projeto de Eixos por OPR
Restricoes Geometricas

Restriches geometricas x deformacdes limites

Tapered roller 0.0005—0.0012 rad
Cylindrical roller 0.0008—0.0012 rad
Deepgroove ball 0.001-0.003 rad
Spherical ball 0.026—0.052 rad
Seltalign ball 0.026—0.052 rad
Uncrowned spur gear < 0.0005 rad

Spur gears with P < 10 teeth/in 0.0101n

Spur gears with 11 < P< 19 0.005 in

Spur gears with 20 < P < 50 0.003 in

Premissa — definir um eixo de didmetro uniforme que satisfaca
todas as condicoes de distorcao (condicoes contorno).



Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas

JFIERTvET S
_le | B C
X3 (b)
d’y M

Eqg.diferencial da linha elastica:
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Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas

- Cuja integracao permite escrever: L —fH=—1M

- possibilitando-se obter um diametro preliminar
para 0 eixo pela imposicdo das condicOes de
contorno e pela substituicio do momento de inércia
de uima seccao circular macica, visto que: .d*

| =2
64

dados do
problema!!



Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas

- uma segunda integracao permite ainda escrever:

I
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Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas
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Caso mais geral de carregamento — eixo com cargas
concentradas + momentos aplicados




Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas
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- l - Vap = R, Vec = —R;

M | I Fbx Fa
Map = ] Mgc = T” - X)
A B C
X Fbx PO
y — X T —
R, R. Yar = cEn' |

1 —F”“_K){E-I— E—jf'}
Ypo — 6E1] X a X
F.b,.x 2
Yag = éEi | (X2 + bi — |2) Tabela A-9-6 (Apéndice, pg.909)

“I" = variavel em funcao do numero de cargas atuantes sobre o
eixo (principio da superposicao efeitos)



Projeto de Eixos por

. L L
Restricoes Geometricas
Yae = %(XZ +b," —1%) +%(x2 +3a.° —6al+2I*)| Mancal esquerdo

“I" = variavel em funcao do numero de cargas atuantes sobre o
eixo (principio da superposicao efeitos)



Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas

- diferenciando e impondo a condicéo - x = 0 (mancal da esquerda), resulta em:
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IR b, (b2 1%+ M, (33 —6al +212)]

0
AT BEIL

Para um numero de forcas concentradas e de momentos no plano xy,
fazendo-se uso da sobreposicao:

5, = GEILZ[Fb(b ~12)+ M, (38, —6a,l + 21%) |




Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas

Considerando o plano xy como o plano vertical V e o plano xz como o plano
horizontal H, para carregamentos em ambos os planos, os resultados podem

ser adicionados como vetores:

0. = 1 Z[Fi-bi(biz_|2)+Mi(3ai2_6ail+2|2)]i'+
A BEIL Z[Fi_bi(biz_|2)+Mi(3ai2_6ail+2|2)12/

|
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Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas
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Considerando o plano xy como o plano vertical V e o plano xz como o
plano horizontal H, para carregamento em ambos 0s planos, 0s
resultados podem ser adicionados como vetores, de modo a prover:

1 Z[Fi.bi(biz—I2)+Mi(3ai2—6ail+2I2)]]2 +_

" BEIlI Z[E.bi(bi2—|2)+Mi(3ai2—63i|+2|2)]]2 |

N




Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas
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Para restricao de inclinacao do mancal esquerdo:

1/4

N -

s2cs |[XRb0 -1+ XM Ea’ -6ats20)] |
SELZ00u |[S R, (b7 -17)+ > M, (32 —6a1+21%) |

Para restricao de inclinacao do mancal direito:

1/4

/

N

s S F.a2-a?)+ > M @aZ- 1) +
3ElzO,,, Zﬁ.ai(fz _ai2)+ZMi(3ai2 _|2)]j )




Projeto de Eixos por
UFPR

Restricoes Geomeétricas S
EXERCICIO 18-1

O eixo de aco ilustrado carrega duas engrenagens retas e dispde de carregamento como
mostrado. Os mancais localizados em A e B sao mancais de rolos cilindricos. A inclinacéo
espacial de linha de centro nos mancais esta limitada a 0,001 rad, com um fator de projeto
de 1,5. Estime o didmetro de um eixo uniforme que satisfaca as restricdes de inclinacao
impostas pelos mancais.

F.
S02N 832N y i

a bi_>
i 5 l )
X

< 254 mm ‘;+< 152mzr14>|
Z l < ! .

i‘
A

1335N
450N Tapered roller 0.0005—0.0012 rad
y | Cylindrical roller 0.0008—0.0012 rad
> 305 mm > 4 : '
h T + B Deepgroove ball 0.001—0.003 rad
X Spherical ball 0.026—0.052 rad
A Selfalign ball 0.026—0.052 rad
Uncrowned spur gear < 0.0005 rad
Transverse deflections
3337 N 1112 N Spur gears with P < 10 teeth /in 0.0101n
Spur gears with 11 < P< 19 0.005in

Spur gears with 20 < P < 50 0.003 in




Projeto de Eixos por UFPR

Restricdes Geométricas ~ —

Para restricao de inclinacido do mancal esquerdo:

1 1/4

d 32.CS {Z R.bi(b* ~1%)+ > M;(3a" ~6al+ 2I2)]i. +}2

SE.I.ﬂ-HUM :Z F|b| (bi2 —|2) +Z Mi (BaiZ —6all n 2|2):lj

1 1/4

32,15) $°1335(0,152)(0,1522 —0,406%) [ +|
3(210-10° Pa }(0,406m).z.(0,001rd ) S 4450,(0,305)(0,305% — 0, 4O6Z)E

d=0,0882m =88,2mm




Projeto de Eixos por
Restricoes Geometricas
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Dados o diagrama de momento fletor e a geometria do eixo, a deflexdo e a inclinacdo em
varios pontos podem ser encontradas. Se, ao examinar as deflexbes, qualquer valor
encontrado for maior que a deflexdo admissivel y;,,, um novo diametro podera ser
determinado a partir de:

dnew — doId

1/4
Cs.yold}
Yiim

Similarmente, se qualquer inclinagado for maior do que a inclinagdo admissivel 6, , um
novo diametro pode ser determinado a partir de:

dnew — doId

1/4
CS.0,4 }
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Projeto de Eixos por Velocidades Grepr
Criticas

Preliminares:

-qguando um eixo esta girando, a excentricidade causa uma deflexao
devido a forca centrifuga, a qual é resistida pela rigidez EIl do eixo;

- para deflexdes pequenas, nenhum dano sera ocasionado;

- porém, para determinadas velocidades o eixo torna-se instavel com as
deflexdes podendo aumentar sem um limite superior;

- tal problema é designado por “velocidades criticas”.

-As primeiras velocidades criticas devem ser superiores a pelo menos
duas vezes a velocidade operacional.



Projeto de Eixos por Velocidades

Criticas

Premissas — na fase de projeto, buscar as primeiras velocidades criticas,
as quais devem ser evitadas!!

- caso mais simples — eixo de diametro uniforme suportado por dois
mancais extremos

M €& a massa por unidade de comprimento; A € a area da seccao
transversal; e y o0 peso especifico.



Projeto de Eixos por Velocidades Grepr
Criticas

Eixo com um conjunto de acessorios - Método de Rayleigh para massas
discretizadas:

Em que w, € o peso na i-esima localidade e yi, a deflexdo na i-ésima localidade do
corpo.



Projeto de Eixos por Velocidades
Criticas

- Dificuldade matematica — definir as deflexdes transversais
em cada ponto considerado!!

- Solucéo pratica — utilizacao dos chamados “coeficientes de
iInfluéncia™



Projeto de Eixos por Velocidades Grepr
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Criticas
- coeficiente de influéncia = deflexao , Sae
transversal na posicao “I” devido a I . R S
uma carga unitaria na posicao “j". Para 5] J ' J ‘
uma viga apoiada com uma carga UEEI »
unitaria, tem-se: ) ; TJ

(b..X,
6EIL
%) a (L-x)

6EIL

onde:o; =9




Projeto de Eixos por Velocidades
Criticas

da onde, os abaixamentos em cada ponto podem ser determinados por:
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yi= RO+ FRopp+ Ro3
Yo= R.op1+ RO+ Rop3
ya= F.031+ F.o32+ F3.033

As Forcas F, podem surgir a partir dos pesos fixados w, ou das forgas centrifugas
m; W2 y..

Y. = (ml w° y1)511 + (mz w° Y, )512 + (ms w° Y3 )513
Y, = (ml w° Y1)521 + (mz w° Y, )522 + (ms w° y3)523
Y3 = (ml o y1)531 + (mz o Y, )532 + (ms o Ys )533




Projeto de Eixos por Velocidades

Pode-se escrever:

Criticas

(m1511 —1/602))/1 +
(m 2521)y1 +
(ml 531)Y1 +

(m 2512 )yZ +

(m3513 )y3 =0

(m2522 _1/0)2)3’2 T (m3 523)3’3 =0

(m 2 532 )yZ +

(m3533 _1/0)2)Y3 =0
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Trés equagOes simultaneas em termos de y,, Y, e y;. Para evitar a solugao trivial y;=y,=
y;=0, o determinante deve ser zero (problema de autovalor).

(m1511 _1/0)2 )
(m2521)
(M, 8y )+

(m2512)
(m2522 _1/0)2)

(m, 5,)+

(mydys)
(m3 523) =0

(m3533 -1 w*




Projeto de Eixos por Velocidades Grepr

EEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEEE
C ,t.

Expandindo o determinante, obtem-se:

1Y 1Y
(_zj _(m1511+m2522+m3533)2(_2j +..=0] *
(0)] (0)]

Trés raizes: 1/ 6012 ,17/ a)zz ’1/ 6032 ’




Projeto de Eixos por Velocidades
Criticas

Comparando, observa-se que:

1 1 1

+—+

0 0, o,

2 2 2

= M0y, +My0,, +My0g

e ——————

"

UFPR

UNNWERSIDADE FEDERAL DO PARANA

Se tivéssemos uma unica massa m; sozinha, a velocidade critica seria dada por:

1
o m1511 —

2

04

Similarmente para m, e M, sozinhas:

1 1
0, (D33
e:
1 N 1 N 1 1 N 1 N 1
2 2 2 2 2 2
W, W, @3 @ Wy Wi




Projeto de Eixos por Velocidades
Criticas

Se ordenarmos as velocidades criticas de tal forma que:

W, < @, < (O,

entao:

1 1 N 1 N 1
-2 2 2
W, Wy Wy (i

Para um eixo de n-corpos:

__Z_

,160
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ExemplO 18.5 UFPR
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Considere um eixo de aco simplesmente apoiado, com diametro de 1 in e um vao de 31 in
entre mancais, carregando duas engrenagens que pesam 35 Ibf e 55 Ibf.
a) Encontre os coeficientes de influéncia;

b) Encontre Twy e Twy? , bem como a primeira velocidade critica, utilizando a
equacao de Rayleigh (18-36).

wy =33 Ibf wy= 53 Ibf

=— 7 in rlﬂ |3 in —l- 1l in—

4 4
pomd (@) _ 0,04908in*
B 3l mn - 64 04

(a1l

6EIl = 6(30)10°(0,04909)31 = 2,739-10° Ibf in®




Exemplo 18.5

¥

wy =33 Ibf wy= 53 Ibf
=— T in I-' 13 in l‘ Ilin * rb X
l L (LP-b-x") > x, <a,
’ 6EIL
I | A P
@ L 2Lx, —a, %) > X; >3,
6EIL
onde:5; =9;
=5 ;;;(71)08 (317 —24% -7%)=2,061-10" in/ Ibf
2 = 21317.(92(;_2)8 (31° —11° —20%) = 3,534-10* in/ Ibf

5, =5, = 11(7)

=5, = 312 112 —7%) = 2,224-10*in/ Ibf
2t 2,379-108( )
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Exemplo 18.5 UFPR

wy =33 Ibf wy= 53 Ibf

-t—?in—lill inﬂ?“ in —|
i ] 2.061(1079) 2.224(1074)

t ) t 2 2.224(1079) 3.534(107%
- 3l =

Ll

y, = F.5,, + F,.8,, =35(2,061)10* + 55(2,234 )10 = 0,01950in

Y, = F.5, +F,.0, =35(2,234)10 +55(3,534)10* = 0,02726in

> w,y; =35(0,01945234)+55(0,02722534) = 2,178 Ibf -in

> oy} =35(0,01945234)" +55(0,02722534) = 0,05418Ibf -in’

o) = \/g'zwi'yzi (rads)
RUBY

o, = 386,1(2,178) =124,7 rad/s=1191rpm
0,05418




Exemplo 18.5

f) Velocidade critica intrinseca do eixo:

y =0,2821bf /in®

A=r(1)/4=0,7854in’

E =30-10° psi

2 6
o2 [BEL - [ DB 1000880 _ e 0
1)\ Ay \31 0,7854(0,282)
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