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o Deflexdes e inclinacdes: a geometria de um eixo corresponde

geralmente a um eixo escalonado, sendo que as analises referentes as
deflexbes e inclinacbes somente poderao ser realizadas apos a

definicdo completa da geometria do eixo;

inclinagoes deflexes

o A andlise da deflexdo mesmo em um Unico ponto requer informacdes
completas de geometria para o eixo inteiro;

o Apenas as dimensbes geomeétricas brutas necessitam ser incluidas, pois
fatores locais como ranhuras e chavetas tem pouco impacto na deflexao.
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o As deflexdes (lineares e angulares) dependem de muitos fatores,
normalmente com auxilio de um programa computacional.
o Intervalos tipicos para inclinagdes maximas e deflexdes transversais da

linha de centro do eixo.

Restricoes geométricas X deformacoes limites

Rolo conico 0,0005-0,0012 rad
Rolo cilindrico 0,0008-0,0012 rad
Esfera de sulco profunde 0,001-0,003 rad
Estera 00260052 rad
Esfera autoalinhante 0,026-0,052 rad
Engrenagem reta sem coroa < 0,00050 rad
Engrenagens refas com P < 4 dentes /cm 0,25 mm
Engrenagens refas com 5 < P< 8 0,125 mm
Engrenagens refas com @ < P < 20 0,075 mm
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o Qualquer tipo de carregamento que gere momento fletor

interno no eixo, ira gerar também deflexao
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o A curvatura de um eixo sujeito a um momento fletor M é dada por:
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o Alinha elastica pode ser descrita como uma variavel y = f(x) ao

longo do eixo longitudinal da viga:

1 _ dgyfdxz
P [14(dy/dx)?]*/?

onde @ = gﬂ

o Simplificacdes para pequenas deflexdes — dy/dx é insignificante em

relacdo a unidade
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o Cuja integragéo permite escrever: |~ = 0 = E] M
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o Asegunda integracao descreve a deflexao transversal y do eixo:

y(x) =g [ | M(x)dx

o Podemos obter um diametro preliminar do eixo: impondo as condi¢cdes
de contorno do problema (dados do problema) e substituindo o momento
de inércia de uma secao circular em termos do diametro:

_ md*
I'= 6z
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Caso mais comum de carregamento: forca concentrada

Yy

F
_Fb o _Fa
/ [
Vap = Ry
Vee = —R>
Fbx
Mip = —
[
a

F
Mpc = T(l — X)
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Caso mais comum de carregamento: forca concentrada

y Condicoes de contorno:
< 3 > x=0=y(0)=0
- a b -
TF x=L=y(L)=0
A\__ 2 C——  x=a= yag(a) = ygc(0)
tRl /tﬁz x = a = 0ap(a) = 0pc(0)
.V(x) — % ff M(X)dx dy . dy
X=a= (dx)AB (a) = (dx) BC (0)
B Fbx( 2 L5
YAB = GBIl
Fa(l —x)

YBC = e (x* +a* — 2lx)
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QOutros casos de carregamento

y

Ri=V=F M, =FI
) " g M=F(x—I)
d Fx?
@ —_— y = ﬁ(ﬁc — 3I)
M, 3
TRL Vmax = — H
o 3ET
y wl wl
< ! > R|=R3=? V=?—wx
w wx
222222222222222% M=7U_‘“
R, TR,, wx 2 3 3
- ) = 2lx° — —
V= e A =)
Swl?
Ymax = TIRAET
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Outros casos de carregamento R, =R, = My v Ms
[ [
y
- " Mpgx M
< ! > Msg = = M,{;C:—B(_x_f)
-~ ——>—— b ——> [ [
Mg lRl MBX 2 2 . 2
? — X 3a- — 6al - 21
A c Yar = epp Ot f )
B X
R, Vee = Ms_ 163 — 316 4 %2 + 3a%) — 3a1]
6FE1l
5
= I} =
- g — e h— > R—sz 3a b R_Faz 3b
a lF /] 1 = f?’(d_l_) 2 = 33( +a)
e K B < @7 Fab? Fa*b
_—-""--..________--"".—_ X — —
C M] - ]2 Mg - ]2
M, T t M,
R, 2.9 & Vap = Ry Vec = =Ry
%2
Yap = [x(3a + b) — 3al] Fb*
6EII Map = ——lx(a +b) - al]
= U= 0 )36+ ) — 3]
YBc = 6EII? N a Mpec =Mup — F(x —a)

Elementos de maquinas 2 — Eixos e arvores

10



T

H EIX0S e arvores

UFPR Projeto de eixos por restricdes geométricas

Alguns dos métodos populares: para relacionar o momento fletor

M, a inclinacao \theta e a deflex&o transversal y sao:

o Superposicao dos efeitos;
o Meétodo do momento-area
o Funcobes de singularidade;

o Integracao numeéerica.

Uma vez que as deflexdes em varios pontos forem conhecidas (eixo
escalonado), se acontecer de a deflexao for maior do que a deflexao

permissivel (dado de projeto), um novo diametro deve ser encontrado
1

1
. n 4 L n 0,qh 4
dnovo — Uyelho [ yve}ho} dnovo — Uyelho [ " D}

Yiim 0 lim

Elementos de maquinas 2 — Eixos e arvores 11



T F1X0S e arvores

UF PR projeto de eixos por restricbes geomeétricas

UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA

plano xy plano ¥z
i i N F..Y
L 1 L ]
['I.ln:lplmn.‘l:l:n da viga: 200 mm C,]mpn mento da viga: 200 mm

kim

Caso ainclinacao seja
maior que a permitida:

[=|\'|i|1::5::'u| ]|n:|i|:|;|ﬁ:-.'u:-
Ponto de interesse Plano xz

Inclinagdo de mancal esquerdo 0,02263 grau

Inclinacéo do mancal direito 0,0571 1 grau

Plano xy
0,01/70 grau

0,02599 grau

0,028/2 grau
0,000501 rad
0,06274 grau

0 = \/9§y+932

0,001095 rad

Rolo cénico

Rolo cilindrico

Estera de sulco profunde
Esfera

Esfera autoalinhante

0,0
0
0

0,
Q,
O,
Q,
0,

0
0

Inclinacoes

005-0,0012 rad
008-0,0012 rad
01-0,003 rad
260,052 rad
260052 rad

_ 1
n 4
dnovo — dveiho }J:;femo:|
m
_ 1
né 4
dnovo = dvelho g;femo]
L 1Hm
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o As deflexdes e inclinagcdes nos pontos de interesse devem ser

combinadas com adicao de vetores ortogonais (valor resultante):

Plano XY Plano XZ

- 1 1 T —

y=\/¥3 v 0= /63 +63

o Caso algum diametro necessite ser alterado, deve-se encontrar a
maior razéo [d, ., / dyenol € Multiplicar todos os diametros por esta

razao;
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Principio da superposicao dos efeitos

O principio da superposicao dos efeitos considera os carregamentos
aplicados sobre o eixo individualmente e somando os resultados

algebricamente. A sobreposicao pode ser aplicada desde que:

o Cada efeito esteja relacionado linearmente
com a carga; y
o A carga néo crie uma condicao que afeta < ftf—>l<—b,~—>

outra carga; _ _ ,
o As deformacdes resultantes de qualquer wx

carga especifica nao sejam grandes o .
suficiente para alterar as relagcdes = /
geomeétricas do eixo

Y

yag = FEX (x4 b2 — 12)+ Mix(x2 4322 —6a;L+2L2)
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UFPR Projeto de eixos por restricdes geométricas

Para forca concentrada - Diferenciando a expressao da deflexao e

Impondo a condicdo de contorno no mancal da esquerda (x = 0)

YAB = ZE‘E}L"(X +b7—L?)

N

O =

oeit (b7 — %)

Substituindo o momento de inércia de area, e incluindo um fator de

seguranca n, obtém-se:

_ 32n
d = 3ELTO;,

E'b;(b? _,_2)
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Para forcas e momentos concentrados - Diferenciando a expressao da

deflexdo e impondo a condicao de contorno no mancal da esquerda (x = 0)

yag = F2X (x2+ b7 — L2)+ VX (x?+3a2 —63,L+2L2)

0a = ﬁ Z [F; b;(b?—L2)+M;-(3a 68;L+2L2)]

Substituindo o momento de inércia de area, e incluindo um fator de
segunranca n, obtem-se:

d = [3E?_§gﬁm [Ff'bf(bfz_L2)+Mf(3a?_6afL+2L2]]]

F|=
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A

Para “i” forgas e “i ” momentos concentrados - Considerando o
plano xy como o plano vertical V e o plano xz como o plano horizontal
H, para carregamento em ambos os planos, os resultados podem ser

adicionados como vetores, de modo a prover:

N

1SR bi0? - 12) + M3 —6aL+217)] +

GEIL || S°[F.by (b2 —12) + M, (332 —6a,L + 212) |

F;

< a; =*: b,- B

d wm———
-

A
Y
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Para “i” forcas e “i ” momentos concentrados

Para restricao de inclinagcao do mancal esquerdo:

1/4

N~

-

32.n Zﬁ-bi(bf -L%)+> M3 —6aiL+2L2)]2H n
>

d= .
SELOwm |[SF b, (b2 -12)+> M,(3a’ —6aL+217)f

Para restricao de inclinacdo do mancal direito:

( . \
32.n ZFi-ai(l—z_ai2)+ZMi(3ai2—L2)]lz_| +

g
3E.L.7.6,,, ZFi.ai(LZ_aiz)—l—ZMi(:%aiz_LZ)E J

1/4

N

d=
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Exemplo 1.6 - O eixo de aco ilustrado carrega duas engrenagens retas e dispde
de carregamento como mostrado. Os mancais localizados em A e B sao mancais
de rolos cilindricos. A inclinacdo espacial de linha de centro nos mancais esta
limitada a 0,001 rad, com um fator de projeto de 1,5. Estime o diametro de um
eixo uniforme que satisfaca as restricoes de inclinacao impostas pelos mancais.

832N

.
|< 254 mm :Tf.. 152 mm4>| F,
y ]
' _ B

1335 N

4450 N

y
' ’4 101 mm ‘:l-{ 305 mm
A Y

!

3337N

o Y
A
Y

1112 N
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Para restricao de inclinacao do mancal esquerdo:

3E.L.7.6,,,

220 |[ZFbib L) W}z 2
> Fby(b ~LY)+ Y M, (38 ~6art2rT]

1 1/4

32.(15)
3(21-10° Pa }(0,406m).z.(0,001rd )

$1335.(0,152)(0,152% —0,406%) |

{i

24450.0,305(0,3052 —0,4062)E

1

1/4

d =8.827x10"% m
d = 88.3 mm
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Exemplo 1.7 — Considere um eixo com diametro uniforme de 100mm. Verifique
se as inclinacfes nos mancais sao aceitaveis, considerando o carregamento
conforme dado abaixo e mancais de rolo cilindrico em D e C. Se necessério,
proponha mudancas na geometria para resolver quaisquer problemas.

450 mm

230
y — 330 mm
1 kNﬁOO Bl |
AT B

=700 mm =350 mm
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¥ ¥ F,
4—1.;_450 mim 20mm_ _ 450mm Fa%ﬁ 450 mm 250mm_ 450 mm FE%FA
! ! ! " > ————
I-',]i%cnlﬂ” F'lafCHZIJ” z Faicos2(®  Faicos2(F ' z
e e S— - Ry =66 kN !'I,l e Ry ==L9TAN
R, | 5 R, R, =57kN é R, =933 kN
i i oy e = 33 K

Plano XY Plano ZX

Fy-sen20° =4,1 kN Fyp-cos20°=11,3 kN
Fp-sen20° =8,2 kN Fp - cos20° =22.6 kN
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Limites de inclinacao para mancais de rolo cinlindrico

Rolo cénico Q. .0005-0,0012 rad
Rolo cilindrico 0,0008-0,0012 rad
Esfera de sulco profundo 0,001-0,003 rad
Estera 0.026-0 052 rad
Estera autoalinhante 0.026-0,052 rad
Engrenagem refa sem coroa < 0,00050 rad
Engrenagens refas com P < 4 dentes fcm 0,25 mm
Engrenagens refas com 5 < P< B 0,125 mm
Engrenagens refas com @ < P < 20 0,075 mm
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o Como a deflexao nos mancais € nula, estimamos I 1 b—>

o diametro baseado nos limites de inclinacao

Para restricao de inclinacao do mancal esquerdo: > ! S

1 1/4
| |ER60) I MGt —barz] 4|
3E-L-”?UM [SFbib - 17)+ XM za=6aT+ 2|
radianos
Para restricdo de inclinacao do mancal direito:
1/4
( . 1)

4| 32n <Zﬁ-ai(L2—ai2)+W)]2H+\>
3o ([E R -0y D<)
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Exemplo 1.8 (continuacao do ex. 1.4) — No exemplo 1.4, uma geometria
preliminar de eixo foi obtida na base do projeto por tensao, considerando
critérios de fadiga. Verifique se as inclinacdes nos mancais sao aceitaveis. Se
necessario, proponha mudancas na geometria para resolver quaisquer
problemas. Considere um fator de projeto de 1,5.

450 mm

250 mm

mﬁm

450 mm

450 mm 250 mm 4530 mm
D A . Did=103
i - B it 1':':_ / —
B pd=110 — ; : --—-:3
el | i ! : H 1O
- =700 mm  ¢=350 mm
$ 68 mm b 74 mm
_ ¢ 86 mm ¢ 84 mm
i ¥ -
{0 : -~ |
é ' "g O
= r - 4 e —-
TOTITITIT o 3
D/d = 1,16

e
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plano xy

t }

Fal iy

Comprimento da viga: 290 mm

Dreflexdo

Inclinagdio

N A

~—_

mm

plano x2

\ |

N A

Comprimento da viga: 290 mm

~ /|

\/ [

Dieflexio

__‘__—‘—__\

Ticlinagsio

mim

/\ N-m /\ N-m
Momento 1 ] i Momento ! I i
- | il Ll 1l [ N |_| =
| N N
Cisalhamenta Cizalhamento
Ponto de interesse Plano xz Plano xy Total
Inclinacao do mancal esquerdu 0,02263 grau 0,01770 grau 0,02872 grau
0.000501 rad
Inclinacdo do mancal direito 0,05711 grau 0,02599 grau 0,06274 grau
0,001095 rad

Caso a inclinacéo seja maior
gue a permitida:

0 = /62, +62,

dnovo — Uyelho |:

1
n6yeho | 4
gft'm

Caso algum diametro necessite ser
alterado, deve-se encontrar a maior
razao [d, o / dyeno] € Multiplicar
todos os diametros por esta razéao;

250 mm 450 mm

Rolo conico

Inclinacoes

0,0005-0,0012 rad
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