istemas Discretos

métedo de elementos finitos (MEF) consiste nos seguintes cince passos:

1. Pré-processamento: subdivisdo do dominio do problema em elementos finitos.
2. Formulacfo dos elementos: desenvolvimento de equacbes para os elementos.
3. Montagem:; obtengio do sistema global de equagdes a partir das equagdes individuais dos elementos.
4. Resolugio das equagdes.
5. Pés-processamento: determinaciio de valores de interesse, tais como tensdes e deformagdes, e a obtengfio da visu-
alizag&o das respostas.

O passo 1, a subdivisio do dominio do problema em elementos finitos em ambiente de engenharia auxiliada por
computadores (CAE) atuais, € executado automaticamente por geradores de malhas. Para problemas de trelicas, tais
como o mostrado na Figura 2.1, cada membro da treliga é representado por um elemento finito. O passo 2, a descricio
do comportamento de cada elemento, geralmente exige o desenvolvimento das equagdes diferenciais parciais para
o problema ¢ a sua formulagio fraca. Isso serd o principal objetivo dos proximes capitulos. Todavia, em situagdes
simples, tais como sistemas de molas ou treligas, € possivel descrever o comportamento de um elemento diretamente,
sem a consideragiio de uma equagfo diferencial parcial de governo ou a sua formulagio fraca.

Neste capitulo, colocaremos em evidéncia o passe 3, como combinar as equagdes que governam os elementos
individuais para obter as equagBes do sistema. Os elementos das equacBes sdo expressos na forma matricial. Antes
disso, desenvolvemos algumas matrizes de elementos finitos simples para conjunto de molas e treligas, o passo 2.
Também introduzimos os procedimentos para o pds-processamento de resultados.

2.1 DESCRICAQ DO COMPORTAMENTO DE UM ELEMENTO DE BARRA SIMPLES

Uma estrutura de trelica, como a mostrada na Figura 2.1, consiste em uma colecfio de elementos delgados, fregiien-
termnente charmados de barras. Esses elementos de barra sdo considerados suficientemente finos, de modo que apre-
sentam resisténcia a torgiio, dobragem e cisalhamento despreziveis. Conseqiientemente, as forcas de dobragem, de
cisalhamento e de torgio sdo consideradas inexistentes. As unicas forcas internas importantes em barras sio as forgas
axiais internas, de modo que o comportamento desses elementos € similar ao das molas. Alguns dos elementos de
barra na Figura 2.1 estdo alinhados horizontalmente, enguanto outros estio posicionados em um &ngulo arbitrédrio &,
como mosirado na Figura 2.2(b). Nesta secfio, mostramos como relacionar forgas internas nodais, agindo em nos,
para os deslocamentos nodais correspondentes, denotados por (£, 3} e (w’, u5), respectivamente, para a barra unidi-
mensional mostrada na Figura 2.2(a). Em duas dimensdes, as for¢as nodais de um elemento sio (F; , F T Fo L F ‘2’)‘) e

os deslocamentos nodais sfo (i . o , 15, “;,- .
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Figura 2.1 Uma ponte de treligas,

Notagdo. Em todas as partes deste livro-texto, a seguinte notagdo é usada. Os indices referentes ac elemento
aparecem como sobrescritos. Os indices dos n6s aparecem como subscritos; quando a varidvel é um vetor com
componentes, & indicagio da compeonente vem depois do indice do né. Quando a varidvel tem apenas um elemento
sobrescrito, entéo o indice do nd € uma indicagiio local; caso contrério, ela é um indice do né global. A distingBo entre
indice do n6 focal e globat serd descrita depois desta se¢fo. Por exemplo, ' & a componente y do deslocamento do
né 2 do elemento 5. Iniciaremos considerando elementos alinhados horizontalmente na Segio 2.1, Problemas bidi-
mensionais serfio considerados na Secdo 2.4.

Considere um elemento de barra posicionado o longo do eixo x, como mostrado na Figura 2.2(a). A forma da
secdo transversal € bastante arbitriria, como mostrado na Figura 2.3, Neste capitulo, consideraremos que 2 barra ¢
inflexivel. seu material obedece a lei de Hooke e que pode suportar apenas carregarmento axial, isto é, ela nio trans-
mite esforgos de dobramento, cisalhamento e tor¢do. O médulo de Yourg do elemento e serd denotado por E, a sua
se¢do transversal por A° € o seu comprimento por .

Por causa das suposigSes sobre as forgas no elemento, a tnica forga interna & uma forga interna axial, que é coli-
near com o comprimento do eixo da barra. A forga interna através de alguma segfo transversal da barra é denotada
por p*. Supde-se que a tensdo axial € constante na secéio transversal e é dada pela forga interna dividida pela drea de
secho transversal,

(2.1)

A forca e a tensfio axial sdo positivas na tracio e negativas na compressio.
As seguintes equagdes governam o comportamento da barra:

1. Equilibrio do elemento, isto &, a soma das forgas internas nodais atuando no elemento é igual a zero:
Fi+ P =0, (2.2)
2. Alei da tensdo-deformagfio eldstica, conhecida como lei de Hooke, que estabelece que a tensio o° é uma funciio
linear da deformacio &
o = Fg (2.3)

3. A deformacio da estrutara deve ser compativel, isto €, fendas cu sobreposicdes ndo se podem desenvolver na
estrutura depois da deformagio.

E importante reconhecer a diferenca entre a convengio de sinal para a forca interna axial (e para a tensdo) e aquela
para as forgas infernas nodais. A forga interna p¢ € positiva na (ragfio e negativa na compressdo, isto &, p¢ é positiva
quando aponta para fora da superficie sobre a qual estd agindo; as forgas internas nodais sfo positivas quando elas
apon{am na dire¢io positiva x e néo sio associadas com superticies {veja Figura 2.4).

{a)

Figura 2.2 Diferentes configuragdes de elementos de barra: {a) barra alinhada horizontalmente e (b) elemento de barra posicionado sob um angulo arbitririo

em duas dimensdes (veja Secio 2.4).




Aproximacao Direta para Sistemas Discretos 11

H

Figura 2.3 Exemplos de segBes transversais de um elemente de barra.

Também necessitaremos de uma defini¢io de deformacio para aplicar-se a lei de Hooke. Apenas a deformagio axial
g ¢ diferente de zero, sende definida como a razdo entie a elongacfio & pelo comprimento original do elemento:

& 68
= (2.4)

Agora, desenvolveremos a matriz de rigidez do elemento, que relaciona forgas internas nodais dos elementos aos
deslocamentos nodais do elemento. A matriz de forca interna do elemento € denotada por ¥* e a marriz de desloca-
mento do elemento por d*. Para esse elemento de dois nés, essas matrizes sdo dadas por:

. [E . [
"= M ¢ = H

A matriz K¢ de rigidez do elemento que relaciona essas matrizes serd agora desenvolvida. A matriz € obtida pela
aplicaciio da lei de Hooke, das equages de tensfio-deformacio e das condigdes de equilibrio:

Fy=p° = A" definigiio de tensio (Equagdo [2.1])

= A'Efe® lei de Hooke (Equagdo [2.3])
. (2.5)
= A“E* * definigio de deformagiio (Bquagiio [2.4])
A elongacio de um elemento pode ser expressa em termos dos deslocamentos nodais (veja Figura 2.4) por:
& =5 —ui, {2.6)

que & obtida assim: como &= I"+ uS + u, ento de & = I — F, segue (2.6},

Note que quando u{ = u, que corresponde & translagio de corpo rigido, a elongago desaparece. A substituigio
de (2.6) em (2.5) fornece:

FS =k (uf ~ u}}, .7
onde k° € dado por
ACE®
k= " (2.8)

Da condigio de equilibrio do elemento de barra (2.2) e (2.7), segue-se que
Ff = = K (i ). 2.9
As Equaces (2.7) ¢ (2.9) podem ser escritas na forma matricial como
B e ui
Fs| |k kgl (2.10)
p N e S e

F K* ds




12 GAPITULO DOIS

Usando as definicdes assinaladas, podemos escrever a relagio entre as forgas nodais e os deslocamentos nodais

como
e . [k k] AE[1
Fe=K'0°, onde K= [_ke i } B [71 ] ] @2.11)

Aqui, K¢ é a chamada marriz de rigidez do elemento, Podemos usar essa rigidez do elemento para alguma drea constante
do elemento de barra em uma dimensao. Essa universatizagio das matrizes de rigidez do elemento de barra € um dos
atributos do MEF gue leva i sua versatilidade: para qualeuer elernento de barra com drea constante A* em uma dimensao,
a BEquagdo (2.11) farnece a matriz de rigidez. Depois, desenvolveremos matrizes que se apticario a qualquer elemento
triangular ou quadrilateral com base na soluglio {raca de equagdes diferenciais em vez de usar argumentos fisicos.

A Equacho (2.10) descreve a refagio entre as forgas nodais e os deslocamentos para um elemento simples, isto
&, descreve o comportamento de um elemento. Observe que isto ¢ uma relaciio linear: as forcas nodais s#o linear-
mente relacionadas com os deslocamentos nodais. Essa linearidade surge da linearidade de todos os ingredientes
que descrevem esse comportamento do elemento: a lei de Hooke, a linearidade entre as forgas e tensOes axiais e a
linearidade da expressiio para a deformac@o,

Uma caracteristica importante da matriz de rigidez do clemento € que ela & simétrica, isto &, K= K.

2.2 EQUACOES PARA UM SISTEMA

) objetivo desta segio & descrever o desenvolvimento das equagbes para o sistema completo de matrizes de rigidez
dos elementos. Introduziremos as operacdes de dispersdo dos coeficientes e de montagem das matrizes que sdo usadas
para esse propdsito. Fssas sdo usadas em todas as partes do MEF, inclusive nos problemas mais complexos, assim,
o domé#nio desse procedimento é essencial ao aprendizado do MEF.

Descreveremos o processo de desenvolvimento dessas equagdes por meio de wm exemplo. Para isso, considere ©
sisterna de duas barras mostrado na Figura 2.5, que também d4 as propriedades dos materiais, das cargas € as condi-
¢Bes de apoio. Em um dos apoios, o deslocamento € um valor dado; n6s o especificaremos depois. Os deslocamentos
nodais e as forcas nodais sdo positivas na diregfio positiva x.

O primeiro passo na aplicagio do MEF ¢ dividir a estrutura em elementos. A selecfio e geracdo de uma malha para
modelos em elementos finitos & um tdpico extenso que serd discutido em capftulos subscqiientes. No caso de uma
cstrutura discretizada como esta, é necessario apenas colocar nés onde as cargas estdo aplicadas e em pontos onde
as propriedades da segio ou do material mudam; assim, a matha do elemento finito constituida dos dois elementos
mostrados na Figura 2.5(b} € adequada.

Os elementos sdo numerados por 1 € 2, ¢ os nds sdo numerados de 1 a 3; nem 08 1i6s nem os elementos necessitam
ser numerados em uma ordem especifica no MEF. Comentaremos sobre a numeragio de nés na Segfio 2.2.2. Em cada
n6, ou as forcas externas ou os deslocamentos nodais sdo conhecidos, mas nfo os dois; por exemplo, no né 1 o deslo-
camento i, = 4, € prescrito, por isso a forga a ser subseqiientemente referida como reagio r, € desconhecida. Nos n6s
2 e 3 as forgas externas f, & f; s&o conhecidas, e por isso os deslocamentos i, e u, sdo desconhecidos.

Para cada elemento mostrado na Figura 2.6, as forgas internas so relacionadas com os deslocamentos por meio
da matriz de rigidez dada na Equagdo (2.11).

As equacdes de rigidez dos elementos, obtidas na Segio 2.1.1, sdo repelidas aqui por conveniéncia (e = 1, 2):

v e YTk -k
F o= R oy Lﬁ;} = {7,{"" i ][HJ. {2.12)

As equagBes do sistema global serdo construidas forcando-se 4 compatibilidade entre as condigdes de equilibrio dos '

elementos e dos nds.

Para desenvolver o sistema de equagdes, escreveremos as equagdes de equilbrio para os trés n6s. Com essa fina-
lidade, construfmos diagramas de corpo livre dos nds mostrados na Figura 2.7(c). Observe que as forgas sobre os
elementos sdo iguais e opostas s forgas correspendentes sobre os nds pela terceira lei de Newton.

(4}

{ir}

Figara 2.5 (a) Estrutura constituida de duas barras ¢ {b) modelo de elemento finito (os ndmeros dos elementos estéo entre parénteses).

ritp]
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Figura 2.6 Separagdo da estrutura da Figura 2.5 em dois elementos.

0 ng) ry G F1
|
4 Fol=1h|=1|+|0]. (2.13)
fal 0 £ fi 0
Y i — “—-\rﬂ"‘
F“) F(2) f

Cada linha da equagio matricial anterior é uma equagio de equilibrio de um né. No lado direito estio as forgas
externas aplicadas e as reacdes, que sio dispostas na matriz f e r, respectivamente. A matriz { consiste nas forcas
externas prescritas (conhecidas) nos nés, £, e f,, a matriz r consiste na forga desconhecida no né 1, denotada
por ¥,

A equacfio anterior pode ser resumida assim: a soma das for¢as internas dos elementos € igual 4 soma das forgas
externas e das reagdes. Isso difere um tanto da bem conhecida condigéo de equilibric na qual a soma das forgas em
um ponto precisa anular-se. A razdo para essa diferenca ¢ que as forgas nodais dos elementos, que sao forgas que
aparecem na matriz de rigidez do elemento, atiam sobre os elementos. As forgas exercidas pelos elementos sobre
0s nds sdo iguais e opostas.

Note que as forgas dos elementos sdo indexadas com os subscritos 1 e 2; esses sdo indices nodais locais. Os nés
da malha sdo os indices nodais globais. Os indices nodais locais de um elemento de barra sfo sempre os niimeros
1 e 2, na diregio positiva x. Os indices globais nodais sfo arbitrdrios. Os fndices nodais globais e locais para este
exemplo siic mostrados na Figura 2.7(a) e (b), respectivamente.

Usaremos agora as equagdes de rigidez do elemento para expressar as forgas nodais internas do elemento (lado
esquerdo da Equacio [2.13]), em termos dos deslocamentos nodais globais do elemento.

Para o elemento 1, os indices nodais globais s#o os nimeros 2 e 3, e a equacéo de rigidez (2.12) formece

- (2.14)
By 7SO

pgl) KD gD Fﬂ

2]

Note que substitufmos os deslocamentos nodais por deslocamentos nodais globais, Tal substituigio forca a compa-
tibilidade, pois assegura que os deslocamentos de elementos com nds comuns fiquem idénticos.
Para o elemento 2, os indices nodais globais sfio 1 e 2, e a equagio de rigidez (2.12) fornece

2
Féf!) e ] it

As expressfes anteriores para forgas nodais internas nio podem ser substituidas diretamente no lado esquerdo da
Equagiio (2.13), porque as matrizes nio sdo do mesmo tamarho. Por isso, ampliamos as matrizes de forga interna em
(2.14) & (2.15) acrescentando zeros; simifarmente, ampliamos as matrizes de deslocamento. Os termos das matrizes
de rigidez dos elementos em (2.14) e (2.15) s8o rearranjados e a mairiz € ampliada ainda mais do que as outras e
zeros siio adicionados onde esses termos nio &m efeitos. Os resultados sZo

() ]
3
(b R Ry 2
— e T
i 2 i 2

£ £ ;
}j;m ;;2‘:’.9 j:;'(li Fua-
ic ! : ! :

Figura 2.7 Diagramas de corpo livre dos nds e dos elementos (as forgas externas sio mostradas acima dos nds, mas atuando na mesma linha): {a) sistema
completo com os indices globais dos nds; (b) diagramas de corpo livre dos clementos com os indices locais dos nds, e (¢) diagramas de corpe livre dos ads.

R
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0 0 0o 0 7T[u
FV = o k0 0| | o PV =g"a (2.16)
FE” 0 —i M U3
—— N it
&0 Z d

Observe que adicionamos uma linha de zeros na linha 1 correspondente 4 forga do né 1, de modo que o elemento 1
ndo exerce forga sobre o né 1, e uma coluna de zeros na coluna 1, de modo que o deslocamento do né 1 ndo afeta o
elemento 1 diretamente. De modo similar, uma equagio ampliada para o elemento 2 é

FP K2 k@ 07 T
FO | = =@ @ of | ou PP =k%a @2.17)
0 0 0 0 i3
B S %
'n F(z) K(Z) d

As maltrizes nas equagdes anteriores sio agora do mesmo tamanho que na Equacdo (2.13) e podemos substituir as
Equagoes (2.16) e (2.17) pela Equagdo (2.13) para obter

0 0 0 {15} k(z) —-k(z) 0 23] 0 I8l
0 kU kO [+ | k@ k@ 0| |w | =|R|+]|0],
0 —k) gD Us 0 0 0f [m /3 0
— —— S——
Km d K(Z) d f r
ou na forma matricial
&Y LRy = f4r, (2.18)

Essa expressio representa o conjunto das equacdes de rigidez e a varidvel entre parénteses é o conjunto das matrizes
de rigidez, que nesse caso é dado por

2 K@ —k@ 0
K=Y K= | 1@ ;0 p@ _p|, (2.19)
e=1 0 — ]

A matriz de rigidez K ¢ singular, como pode facilmente ser visto pelo célculo do determinante. Para obter um sistema
soluciondvel, as condi¢es de contorno devem ser prescritas.

Resumiremos agora o que fizemos para obter a matriz de rigidez global. Primeiramente, expandimos as matrizes
de rigidez, dispersando os seus coeficientes acrescentando zeros aos espagos vagos. As novas matrizes assim obtidas
sdo de tamanhos iguais, de acordo com o indice global de nos. Entdo, adicionamos essas matrizes para obter a
mairiz global de rigidez. Entdo, o processo de obtengio da matriz global de rigidez consiste em dispersfo e adicfio
de matrizes. Isto € resumido na Tabela 2.1.

Podemos pular a adi¢dio de zeros e montar a matriz global diretamente apenas adicionando os termos nos elementos
de rigidez de acordo com o seu indice de né global como mostrado na Tabela 2.1. Esse processo é chamado montagem
direta. O resultado € equivalente ao da matriz com coeficientes dispersos e de adi¢iio. A montagem da matriz de
rigidez em programas de computadores é feita por meio da montagem direta, mas o conceito de matriz com coefi-
cientes dispersos e matrizes adicionadas é itil, pois explica como a compatibilidade e o equilibrio sdo forcados no
Ambito global.

2.2.1 Equacdes para Montagem

A seguir, desenvolveremos os procedimentos de montagem em termos de equacdes. Nessa aproximagdo, a compati-

bilidade entre clementos ¢ forgada relacionando-se os deslocamentos nodais do elemento 4 matriz global de deslo-
— T & A 1 ST I

camento d = [u, u, u,]" pelas equagGes. Essas equacdes sdo escritas a seguir:

4D 010 ’ w2 1 00 4
2 3 2 N——— L3
LM L®

ou em geral

d® =L°d. (2.21)




.16)

(2.20)
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Tabela 2.1 Matriz com coeficientes dispersos, matrizes adicionadas e montagem direta

Matriz com os coeficientes dispersos e adicionados

Dispersio dos coeficientes do elemento 1, nés 3e 2

0 0 0
KY = { k(l()w) _ﬁ]{q = K(]) =0 & —xn
Kk 0 —kD
Dispersdo dos coeficientes do elemento 2, nés 2 ¢ 1
[ x® @ 0
2y _r2 o
K@ = {_kkm ,fz; ] SKP=| k@ @ o
0 0 0
Matrizes adicionadas
- (2 —k(2) 0
K= ZI e — | _p@ g0 @ g
e=1 0 — k1 ()
Montagem direta
52 —k 0 1
KW = #0 o — ) 3] 3 (1) 4 g2 5
=l o | K= | @ p0g@ g2
= 2 1) (1)
a3 0 —k k 3]
(1] 2] Bl
K — K2 k@ 2]
N | @ 2 | 1]
2l [

As matrizes L¢ sdo chamadas de matrizes reunidas. O nome reunida deriva do fato de que essas matrizes retinem
os deslocamentos nodais de cada elemento da matriz global. Observe que essas equagdes afirmam que o desloca-
mento do elemento em um né é o mesmo que o deslocamento global correspondente, o que € equivalente a forcar a
compatibilidade.

As matrizes L¢ sio matrizes Booleanas, que sio constituidas estritamente por coeficientes iguais a um e zero.
Elas desempenham um importante papel no desenvolvimento de expressoes matriciais relacionando o elemento as
matrizes globais.

Usando a Equacio (2.11), as equagdes do elemento podem ser escritas como

K°Ld = F°. (2.22)

A compatibilidade é automaticamente forgada pela Equagdo (2.20).
Pode ser observado que o primeiro termo do primeiro membro da Equagio (2.13) pode ser expresso como

0 0 0 (1)
(1) Fy (Tg(1)
=10 1 0 = LR,
P 1 oftm

a0 passo que o segundo termo do segundo membro da Equagdo (2.13) éiguala

0 1 )
F
F§2) — 11 0 I:;z)]_L(Q)TF(Z)'
0 ofLF2

Observe que (L)T dispersa as forcas nodais na matriz global. A substitni¢io das duas equacgdes anteriores na
Equagido (2.13) fornece

2
Z LTFe = f +r. (2.23)
e=1
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Embora tenhamos mostrado a relac@o entre as forcas interna e externa e as reagdes para um exemplo especifico, a
Equacio (2.23) sempre ocorre. A relac@o geral é obtida na Seg¢io 2.5.

Para eliminar as forcas internas do elemento (incégnitas) da Equacao (2.22), pré-multiplicamos a Equagfo (2.22)
por L¢" e entdo as adicionamos em conjunto. Assim, a pré-multiplicagio das equacdes do elemento (2.22) por L
fornece

LTKL¢d = LTF?, e=1,2.

Agora vamos definir o sistema de equagdes para o sistema inteiro. Pela adicfio das equacdes do elemento (¢ = 1, 2),
obtemos

Kd=f-+r, (2.24)

onde K é chamado de matriz global de rigidez e é dado por

Hef

K= ZI:L"TKFU (2.25)

onde n,, € o nimero dos elementos; nesse caso, 1, = 2. A equago anterior dd o procedimento de montagem em termos
de uma equacfo. Ela é equivalente 2 montagem direta e 3 montagem pela matriz com coeficientes dispersos e das
matrizes adicionadas. Sempre que essa equagio aparece, indica montagem das matrizes do elemento na matriz global
(para malhas gerais, o intervalo de e serd de | a n). Pela comparagéio com a Equagao (2.19), podemos ver que

K’ = LKL, (2.26)

Logo, a matriz de rigidez com coeficientes dispersos corresponde a pré- e pos-multiplicacido de K* por L' e L,
respectivamente.

A substituicfio das expressdes das matrizes de rigidez dos elementos (2.12) em (2.24) e usando (2.25) fornece a
equagdo global

2 —k2) 0 i 1l
k2 kM k@ Oy | = A [227)
0 ,k(l) k“) usz J"!

Esse sistema de trés equacdes pode ser resolvido para as trés incdgnitas u,, u, e r,,como descrito na proéxima secao.

2.2.2 Condigoes de Contorno e Solucdo do Sistema

I . - . . de
.deslocamentos ndo sio conhecidos (ou sio livres). Os subscritos E e F na matriz global de deslocamento, d = { al

Agora prosseguimos com o processo de solugio do sistema de equacdes globais. Para isso, vamos considerar os
deslocamentos prescritos i, = 4/k” no né 1 e nas forcas externas f, = —4 ¢ f; = 10 atuando nos nés 2 e 3, como
mostrado na Figura 2.8.

O sistema de equacdes globais (2.27) é entdo:

KD ko [ i ;
k@ 0 k@ Ny | = | =4 . (2.28)
0 —k £ U3 10

Existem vérias formas de modificar essas equagdes para impor as condicdes de contorno de deslocamento. No
primeiro método, o sistema global é partido, dependendo se o deslocamento do né é prescrito ou nio. Partimos o
sistema de equacdes em E nds e F nds. Os E nds sdo aqueles nos quais os deslocamentos nodais sdo conhecidos (E
refere-se a essencial, cujo significado ficard claro em capitulos posteriores), enquanto F nés sdo aqueles nos quais os

dr
. : f : g
na matriz global de forga, f = L.E}, e na matriz de reagdo, r = [rh } denotam os blocos correspondentes; r, = 0
F F

porque nio hd reacdes nos nos livres; presume-se que as forcas externas neste capitulo correspondentes aos E nds
desaparecerdo, f, = 0.

Figura 2.8 Dois elementos de estruturas de trelica com forcas externas aplicadas e condigdes de contorno.
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Por conveniéncia, quando resolvemos as equagoes, seja manualmente ou por utilizagio do programa MATLAB
(Capitulo 12), os E nés sdo numerados inicialmente. Em geral, a numeragio 6tima é baseada em consideragdes de
eficiéncia computacional.

O sistema da Equac@o (2.28) € entao partido como a seguir:

LR N A ry i1
—kD 1 gD +k( b | = | —4 ou L?Tl' II%F} [dﬁ} = HE} (2.29)
(Y ) i3 10 EF F F
onde
U4 g2 g
— [ — [—x2) =
Kg = [k"], Kgr = [—£' 0], Kr = 0 FURE
= _ —4 Uz :
rg=[n], dg=[m]=[/4%), fp= { J = { ] ‘
. 10 Us
As incdgnitas nesse sistema de equagdes sdo d_ e r,, enquanto (_15, £, k" e k* sao conhecidas. Se escrevermos a
segunda linha da Equacio (2.29), teremos {

KEF(_IE + Krdg = fF. l
Se subtrairmos o primeiro termo de ambos os lados da equagdo anterior e pré-multiplicarmos por K', obteremos
dr = Ki' (fr — Kgpdr). (2.30)

Essa equacio nos permite obter os deslocamentos nodais desconhecidos. A particdo também nos permite obter a forga
de reacdo, r. Escrevendo a primeira linha de (2.29), obtemos

g = KEC_IE + Kgrdg. . (2.31)

Como d,. € conhecido da Equagio (2.30), podemos avaliar o segundo membro da equag@o anterior para obter a reagio r,.
Pam o problema das duas barras, a solucdo dos deslocamentos desconhecidos pela Equacio (2.30) usando (2. 29)

gera
KD k@ 77 (T4 pie)
{ IO 0] o &

10 .
uz—m, Uy = W—Fm .

A forca de reagio é encontrada da Equagdo (2.31) e é dada por

—
= =
(R )
{
Il

que fornece

rn= 4-6.

Pode ser mostrado que K, é definido positivo (veja Problema 12.3 no Capitulo 12).

O segundo método para imposi¢do das condi¢des de contorno do deslocamento consiste em substituir as equagdes
correspondentes aos deslocamentos prescritos por equagdes triviais que ajustam os deslocamentos nodais aos seus
valores corretos, ou em cdlculos manuais, para modifici-los todos juntos. Pomos o produto da primeira coluna de K
e i, no segundo membro e substituimos a primeira equagio por u, = u,. Isso leva a

1 0 0 Uy ity
0 kN +k@ Wy | = | =4 — (k@@ |. (2.32)
0 -k KU | u 10 — (0)@

Novamente, pode-se ver que as equacgdes anteriores podem ser resolvidas manualmente considerando apenas as duas
ultimas equagaes.

As reagdes podem ser ento calculadas pela avahagao das linhas das cquagoes totais de rigidez que dio as reacdes.
Da linha 1 da Equacio (2.29), obtemos

O terceiro método para imposicio das condi¢des de contorno é o método da penalidade. Este € um método muito
simples para programar, mas deve ser usado apenas para matrizes de tamanhos moderados (até aproximadamente
10.000 incégnitas) porque ele tende a reduzir o condicionamento das equagdes (veja Saad [1996] e George e Liu
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[1986]). Nesse método, os deslocamentos prescritos sdo impostos pondo um nimero muito grande na entrada corres-
pondente ao deslocamento prescrito. Assim, para o exemplo considerado, mudamos as equagdes para

i —kt2) 0 uy By
_k(z) k”) -+ ;'((2) 7,"((1) Uy = —4 s (233)
0 — Je() s 10

onde 8 € um nimero muito grande, Por exemplo, em um computador com oito digitos de precisdo, tomamos 8 ~
107 em média (K ). Os outros termos na linha | e na coluna 1 entdo ficam irrelevantes porque eles sio muito menores
que o termo da primeira diagonal, e as equagdes sdo quase idénticas aquelas de (2.32).

O método pode ser fisicamente compreendido em andlises de tensdes como na unifio de uma mola muito rigida
entre 0 n6 1 e o suporte, o qual € deslocado por u . A mola rigida entdo forca 0 né 1 a mover-se com o suporte. O
método da penalidade € mais facilmente compreendido quando #, = 0; nesse caso, ele corresponde a uma mola presa
a um suporte estaciondrio e o deslocamento do né 1 ¢ muito pequeno. As reagdes podem ser avaliadas como foi feito
para os métodos anteriores. Entraremos em detalhes sobre o método da penalidade nos Capitulos 3 e 5.

ﬁ Exemplo 2.1

Trés barras estdo unidas como mostrado na Figura 2.9. As extremidades esquerda e direita sdo fixas, isto €, o
deslocamento prescrito vale zero para ambas as extremidades. Hd uma for¢a de 5 N atuando sobre o nd interme-
didrio. Os nés sdo numerados a partir daqueles onde os deslocamentos séo prescritos. As matrizes de rigidez dos

elementos sdo 2
(1] B3] 1] 3] Bl 2]
w _ [ &Y =k 1] e [ 62 —&@] 1 @ _ | &3 )
K= Lkm W | KT S @ H KY=1 o

onde os indices globais correspondentes aos nés estio indicados acima de cada coluna e i direita de cada linha.
Pela montagem direta, a matriz global de rigidez é

1] 2] 3]
) g2 0 ) @ 1]
K= 0 ;3 —k3) 2]

—k — k@ ) kD k) 4 k() ] [3)

As matrizes de deslocamento e de forca sdo

0 0 ]
d=1]0 |, f=10]{, r=(nr
3 5 0
O sistema global de equagdes € dado por
Y L 2 0 —k) _ 2 0 i
0 k3 _ k(3 0| =1|nr
k) @ _g® g0 4@ 4O | | g 5

Como os primeiros dois deslocamentos séo prescritos, partimos a matriz depois de duas linhas e duas colunas

KD 4@ 0 b kD) @ 0 r
ﬁﬁﬁﬁﬁ O KD K 0] =In
K @ KGR (2 p® ] | g 5

Figura 2.9 Exemplo de problema com trés barras.
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ou
{ Kg KE.F:| {:&E _lrm
Ki: Kr||dr fr ]’
onde
[ DR AR n @ )] U 2
Ke = 0 L3 K = [k HET A J Kap = @
- 0 7
dE = [ } dF = [1,{3} fr = ?5} I'g = [ l}
G F2

O sistema reduzido de equagtes € dado por
(e o k@) g kBN = 5,

que leva a
3

R (VXS T

2.3 APLICACOES A OUTROS SISTEMAS LINEARES' E

Os métodos descritos para barras unidimensionais podem também ser usados diretamente para outros sistemas. Para
os métodos serem aplicdveis, os sistemas devem ser caracterizadas por

1. uma lei de balan¢o ou censervagdo para o fluxo;
2. uma lei linear relacienando o fluxo ac potencial;
3. um potencial continue (isto €, um petencial compativel)

Dois exemplos sfio descritos a seguir: escoamento de cargas elétricas em regime permanente em um Circuito e esco-

amento de fluido em umn sistema de tubulagfio hidriulica.
Em um sistema elétrico, o potencial € a voltagem e o fluxo € a corrente. Um elemento de um circuito € mostrado
na Figura 2.10. Pela lei de Ohm, a corrente do né 1 para o né 2 é dada por 5
& — ot b
5=t (2.34)
Re

onde e e e} 840 as voltagens (potenciais) nos nds e R* € a resisténcia do fio. Essa € a lei linear entre o fluxe e o poien-
cial. Pela iet de conservagio da carga, se a corrente estd em regime permanente,

B =0, (2.35)

que é a primeira das condigdes anteriores sobre o elemento em questiio. Escrevendo (2.34) € {2.35) na forma matri-

cial, temos
g1 _ 101 1] e
A w1 (330

£ K¢ de

A continvidade da voltagem nos nés é forgada por

a =L (237

" el ey e
1 P 2

Figura 2.1¢ Um elemento de resisténcia para um circuito e vz elemente para uma rede de bombeamento; o fluxo nedal € positivo quando
ele sai do deminic do elemento.

'Recomendado para trajetdrias de Ciéncia e Engenharia.
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O balanco de corrente nos nos dé

Hyf
Z LR =€ 4r (2.38)

e=1

Detathes podem ser vistos no Exemplo 2.2.
O sistemna de equagdes pode entao ser obtido forgando a condigéo de que a soma das correntes em qualguer né €
igual para quaisquer fontes externas de correntes. O processo € idéntico ao que fizemos para os elementos de barra.

Hel

f+r= ZL"TF" pela Equacdo (2.38)
e==]
My

=Y LK pela Bquacdo (2.36)
g==x1

Met
=3 LTK°LSd  pela Equagio (2.37).

e=l

K

Como indicado pelo destaque, a montagem da matriz do sistema ¢ dada por

”.d
K= LTK1 (2.39)

e=1

Esse sistema ¢ obtido pela seqiiéncia das operagdes de dispersio dos coefictentes e de adigio das matrizes, que
corresponde 2 montagem direta.

Para um sistema de tubos, um procedimento similar pode ser desenvolvido se a vazdo de escoamento for linear-
mente relacionada com a queda de presséo entre dois pontos. Um modelo de circuito é construido como mostrade na
Figura 2.1, Nés 5o necessdrios apenas onde dois tubos se conectam ou onde o fluido & retirado ou acrescentado.
Em cada elemento, a vazio nodal ¢ que sai do nd € proporcional & queda de pressio nodal (P — P¢) (veja Figura
2.10), assim

05 = w*(Py — P{), (2.40)

onde «° depende da 4rea da segdo transversal do tubo, da viscosidade do fluido e do comprimento do elemento. Leis
lineares deste tipo aplicam-se sobre uma grande faixa de escoamentos.
A conservacio de fluido em um elemento € expressa por

o7+ =0 (2.41)

As equacdes do sistema sio entio obtidas ao escrever a equagio para a conservagio de fluide nos nds e 40 usar a
continuidade do campo de pressio. {0 processo é idéntico aquele usado na obtengiio da Fquagio (2.39). Isso é deixado
como wm exercicio, embora fique evidente no exemplo.

A similaridade desses diferentes sistemas & surpreendente e pode fornecer uma compreensio mais profunda dos
sisternas lineares. Todos esses sistemas possuem I potencial e uma lei de conservacio. Na mecénica da barra, 0
potencial ndo ¢ tdo dbvio: ele ¢ o deslocamento. O deslocamento tem todas as propriedades de um potencial; ele
precisa ser continuo (compativel) e sua mudanca determina o fluxo, que nesse caso € a tenséo.

Exemplo 2.2

Prepare as equacgdes discretas para o8 sistemas mostrados na Figura 2.11 e resolva-as. Todos os trés sistemas
mostrades na Figura 2.11 tém a mesma topologia bésica, isto &, a mesma relaciio entre nds ¢ elementos. Primeiro,
montamos a matriz do sistema pela dispersio dos coeficientes e da adigio das matrizes, Ento, as equacbes espe-
cificas sdo preparadas, forgando constantes no fluxo ou no potencial. Usamos k* = 3%; = k¢ para denotar os coefi-
cientes dos elementos para os trés diferentes sistemas.

As operaghes de dispersdo dos coeficientes das matrizes geram entdio o seguinte {f ¢ J ddo os indices globais
nodais do elemento):

Blemento 1,7 =1,/ = 4

Do 0 &Y
1 -1 - (1) ¢ 00 0

K = it —
KU 7k o 00 O
RO B ) R 2

EBlemento 2, I = 4,7 =2
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ﬂ T iy =10/k"
A
7 =0
P 7 =0
4 T Py LT —
RN S-S
R 1 R
WAV —e
Rt-h = 1
Rlll ‘
Rzin
> 2 AR Y—
p. =10/ z, =10R" '
Figura 2.11 Exemplo 2.2: sistemas mecénico, elétrico e hidrdulico com uma estrutura de rede idéntica.
o 0 0 o0
@ _ 1 -1 =2 [0 K& 0 —@
K= [—1 1 ] +& 0 0 0 0
0 -k 0 @
Elemento 3,1=1,J=3:
K 0 —k® o
@ _.@| 1 -1 -3 | 0 0 0 0
Bk {4 1}:’1{ k@ 0 & o
0 0 0 0
Elemento 4, = 4, J = 3:
00 0 0
I -1 = (4) 00 0 0
(4) — (4 —
K)_k(){q 1}:”( Tlo 0 KW k@
0 0 —k4 k9
Elemento 5,1=3,J=2:
0 0 0 0
- s 50 g3
| K= [—1 1|8 = lo 2 @ o
| 0 0 0 0
Matriz global do sistema:
KU 4 13 0 _k3) ey
B 0 K2 4 15 _ES) —K2
K= 2. K= _o K k® 1) 4 ) —k®
- — K — k@) — k4 E g2 p4)
Equagdes para o sistema mecanico:
I
K 4 3 0 f 303 D r
0 2 4 k) k) —k@ dg e ra
——————————————— e e e S e e W £ =
— k@ &5 R @ 4 k) — k) dg L’J 0
I
—k ) — k& O ey 1o 0
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onde a matriz solugdo para o sistema mecénico, de tubos e elétrico é

welal- B[] w2l

A parti¢do da matriz anterior apds duas linhas e duas colunas fornece

a2y 2 OB 6)) — k4 0 10 [ —x5)
) AU @y p @ |SF T | T RO | —x@

Fazendo k& = 1 parae = 1 a 5 e resolvendo a equac@o anterior, obtemos

we= il =[] =1a]= 3]

2.4 SISTEMAS DE TRELICAS BIDIMENSIONAIS?

Estruturas de treligas, como a mostrada na Figura 2.1, consistem em elementos de barras posicionados sob dngulos
arbitrdrios no espago e ligados por unides parecidas a pinos que nio podem transmitir momentos. Para analisar tais
estruturas de trelicas em geral, é necessdrio desenvolver uma matriz de rigidez de elemento para um elemento de
barra alinhado arbitrariamente em duas ou trés dimensdes espaciais. Primeiramente, vamos considerar o caso bidi-
mensional, no qual os elementos de barra estdo no plano xy mostrado na Figura 2.2(b). As treligas diferenciam-se
dos circuitos, tais como nos sistemas elétricos em que os deslocamentos nodais em problemas multidimensionais
sdo vetores. As incégnitas do sistema sdo entdio as componentes do vetor, de forma que o niimero de incégnitas por
nd € 2 e 3 em duas e trés dimensdes, respectivamente.

Comegaremos pelo desenvolvimento da matriz de rigidez do elemento para um elemento de barra em duas dimen-
soes. Um elemento de barra genérico ¢ mostrado na Figura 2.12, juntamente com deslocamentos nodais e forcas
nodais. Em cada né, a forca nodal tem duas componentes; de modo similar, como pode ser visto na Figura 2.12, cada
deslocamento nodal tem duas componentes, de modo que as matrizes de forca e de deslocamento dos elementos séo,
respectivamente,

Fo=[F{ Fj, F5, Fs " e d=[dj, df, ds, 5",

Para obter uma relagéo geral entre as forcas internas F* e os deslocamentos d¢, vamos iniciar com as equagdes de

rigidez no sistema de coordenadas locais x'*, y"¢; como mostrado na Figura 2.12, x"¢ € alinhado junto a direcao axial do

elemento de barra e € positivo do n6 1 para o n6 2. O dngulo ¢ € definido como positivo no sentido anti-horario.
No sistema de coordenadas (x'*, '), a rigidez do elemento dada pela Equagdo (2.10) aplica-se, portanto

e -]
—kt k|| up e
A equaciio anterior pode ser expandida pela adi¢ao das equagdes F'° = F* = 0. Essas componentes de for¢a nodal

perpendicular ao eixo do elemento podem ser consideradas nulas porque consideramos que o elemento é tdo delgado
que os esforcos de cisalhamento sdo despreziveis.

Figura 2.12 Elemento de trelica em duas dimensdes em um sistema de coordenadas locais x'7, y's.

*Recomendado para a trajet6ria de Mecanica Estrutural,
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Segundo a teoria para pequenos deslocamentos, as forgas nodais no elemento sdo independentes dos deslocamentos
normais. Isso se justifica porque a elongagéo ¢ uma fungio quadratica do deslocamento nodal normal i barra, Como
os deslocamentos nodais sdo considerados pequenos, ¢ efeito dos deslocamentos normais sobre a elongagio &, por
isso, de segunda ordem, e daf os efeitos dessas compoenentes de deslocamentos sobre a tensio e a deformacéo podem
ser desprezados. Assim, a matriz de rigidez no sistema de coordenadas do elemento € dada por

Fe 10 1 07 [l

Fiy y 0 0 0 0
3, -0 1 0 ),
Fr 0 0 0 0} [«
Fh‘ K!c dm
ou em termos da nomenclatura de sobrescritos ’ f
F.‘f _ K.‘edw' (242)

E ficil ver que para essa matriz de rigidez, as componentes y* das forcas nos dois nds sempre desaparecem e que as
componentes ¥* dos deslocamentos ndo tém efeito nas for¢as nodais; a matriz de rigidez em (2.42) ¢ simplesmente
a matriz (2.11) embutida em uma matriz de zeros. Em outras palavras, vamos simplesmente dispersar os coeficientes
de rigidez axial da barra em uma matriz maior; isso é vélido quando o sistema de coordenadas é alinhado com o
eixo do elemento.

Para os nés (I = 1, 2), a relagdo entre as componentes dos deslocamentos nos sistemas de duas coordenadas,
mosirado na Figura 2.12, € obtida por meio da relagio para transformagdes vetoriais:

e & e 4
up, = iy, €08 §° + 1y, sen ¢

e ¢ e 4 e
My, = =iy, sen ¢+, cos ¢

Essas equagfes podem ser escritas na forma matricial como a seguir:

dﬂt’ — Re‘ic‘ (243)
onde
", cos¢®  sen¢” 0 0
& — uzy , R — —seng®  cos¢” 0 0 ’
My, 0 0 cos¢®  seng®
U5, 0 0 ~seng®  cosg®

R & a matriz rotacional. As duas equagBes anterfores combinam a transformacio vetorial em dois nés. Como essas
transformagGes sio independentes uma da outra, os blocos da matriz relacionando diferentes nés sio nulos; por
exemplo, bioco superior direito 2 X 2 € nulo, pois 0s componentes dos elementos dos deslocamentos nodais no né
1 s&o independentes dos deslocamentos no né 2,

Observe que R é uma matriz ortogonal: a sua inversa é igual a sua transposta, isto &, (R)TR* = R*(R9)T = [ ou

Ry =R (2.44)

Pré-multiplicando a Equac&o (2.43) por (R9T, obtemos

Rch-'é — RETRede —g¢
- )
onde a segunda igualdade decorre da relagdo de ortogonalidade (2.44). Os componentes das matrizes de forga dos

elementos estio relacionadas pela mesma regra de transformacio de componentes:

- (d) F*¢ = Re{;&j (b) Ff = ReTFfe' {2.45)

Estamos agora em condigbes de determinar a relagdo entre F¥ ¢ d. Iniciando com (2.45h),
¥ - RTF® pela Equagiio (2.45b)
=RTK" g pela Equagiio (2.42)
=RTK‘R°d° pela Equacdo (2.43)
K*

O termo destacado, indicado anteriormente, ¢ a rigidez do elemento no sistema de coordenadas globais:

K = Rc"{K,'eRel (2.46}
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Uma expressdo explicita para K° € obtida pela substitui¢do das expressoes matriciais para K* e R* na Equacdo (2.46),

que fornece
cos? ¢° cos ¢° sengh® —cos? ¢° — cos ¢° sen ¢°
Z i s T
K¢ — ke | 08 ¢° seng® sen” ¢° — cos ¢° sen ¢° —sen~ ¢° 2.47)
“—cos? ¢f — cos PN §F cos? ¢° cos ¢F seng® )
re o | i 2
— cos ¢° sen ¢° —sen? ¢* cos ¢“sen ¢ sen” ¢°

Pode ser visto que K¢ é uma matriz simétrica.

2.5 LEI DA TRANSFORMAGAO?

Na seqiiéncia, vamos desenvolver um método mais geral para transformacéo de matrizes de rigidez por meio de

’ conceitos de energia. Aqui, transformagfo significa uma rotagio de um sistema de coordenadas para outro ou uma
operacio de dispersio de coeficientes de um elemento para o sistema global de coordenadas. Denotaremos tal trans-
formacao matricial por T¢ A matriz T¢ transforma a matriz de deslocamento do elemento de um sistema de coorde-
nadas em que a relac@o de rigidez K¢ & conhecida para outro sistema de coordenadas no qual a matriz de rigidez K
néo € conhecida. Comegamos com

(a) d°=Ted’, (b) F =Kd. (2.48)

No caso de rotagdo de um sistema de coordenadas para outro (Segdo 2.4), d* = Red®, de modo que T* = R*, d"* =
e d° = d*; no caso da operagio de dispersdo de coeficientes (Secao2.2),d* = L d, de modo que T* = L, d* = d°
e d d¢. Na seqiiéncia, descreveremos como relacionar F* a F* e como estabelecer a relacao de rigidez F¢ = Kede.
Vamos considerar que F¢ é a matriz de for¢a interna do elemento e 5d* é uma matriz de deslocamento arbitrario e
infinitesimal do elemento. As forcas nodais internas precisam ser escolhidas de modo que o trabalho realizado pelas
forcas internas, denotado por W, , seja dado por

Wi = 6°TF. (2.49)

Observe que 8d° tem que ser infinitesimal para que a matriz de forca interna F permaneca constante quando o
elemento deforma. Por exemplo, para o elemento de dois nés em uma dimensio, o trabalho realizado pelo elemento
e é8W, = duk + dusky,

Agora, mostraremos que se (2.48) se verifica, entdo

K = TTK°T. (2.50)

Primeiro, vamos mostrar que se (2.48) se verifica entdo
F = TF (2.51)

O conceito chave que torna essa prova possivel € que o trabalho interno expresso em termos de &d° e F¢ precisa
igualar-se ao trabalho interno expresso em termos de éd° e F¢, de modo que

Wi = 58°TF = 6a°TF°. (2.52)
Vejamos porque isso precisa ser verdade. Vamos substituir a primeira parte de (2.48) em (2.52), o que fornece
EWine = 60° F° = 60° T°F. (2.53)
Rearranjando os termos dessa equagio, obtemos
6T (F* — TTF*) = 0. (2.54)

Como essa equagdo precisa ser verificada para qualquer &d¢, o resultado (2.51) vem do teorema do produto escalar
de vetores (veja Apéndice A2).
A seguir, provamos a relagio (2.50) como se segue:

F = TTF* de (2.51)
=TRd  pela (2.48b)
=TTKT*d° pela (2.48a).

K

*Opcional para todas as trajetorias.
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Como a dltima linha dessa expressao define a matriz transformada de rigidez do elemento, (2.50) estd provada.

A prova apresentada é baseada no fato de que quaisqﬁer duas representacdes validas para um elemento precisam
ser consistentes do ponto de vista da energia, isto €, o elemento precisa absorver a mesma quantidade de energia
independente do sistema de coordenadas no qual ele é descrito. Uma forma de explicar isso é demonstrando que
a energia é um escalar, de modo que € independente do alinhamento do sistema de coordenadas. Varidveis fisicas
escalares, como pressio, tlemperatura e energia, niio dependem do sistema de coordenadas que € escolhido. Além
disso, a energia tem que ser independente dos modos generalizados de deformagfo que sdo usados para descrever
a deformacdo do sistema. A energia tem um papel tinico e muito importante na fisica e na mecénica: a sua inva-
rifincia com respeito ao referencial de anglise do problema leva a resultados importantes, tais como o principio
do trabalho virtual e o teorema da energia potencial minima, e isso aparece em todas as partes nas andlises por
elementos finitos.

!; Exemplo 2.3

A Figura 2.13 mostra propriedades de materiais, geometria, cargas e condigdes de contorno da estrutura de duas
barras. Neste exemplo, enfatizamos os quatro principais passos no método de elementos finitos (MEF), a saber:
(1) pré-processamento, (2) construgiio do comportamento local (elemento), (3) montagem das matrizes locais para
obter o comportamento global e (4) pés-processamento.

O passo 1, mostrado na Figura 2.1 3, consiste em subdividir a estrutura em elementos, assinalando os nimeros
dos elementos para cada barra, e os niimeros dos nés para cada jungio, comecando com os nds nos quais os desloca-
mentos sio prescritos. O modelo dos elementos finitos consiste em dois elementos numerados 1 e 2 e trés nos.

O passo 2 trata da formulagdo de cada elemento comecando com o elemento 1.

Elemento 1:

O elemento 1 est4 numerado com os nés globais 1 e 3. Ele é posicionado segundo o angulo ¢ = 90° com respeito
i direcdo positiva do eixo x como mostrado na Figura 2.14. As outras relacdes sdo as seguintes:

AMEM E
cos 90° =0, sen90° = 1, 1 =, k“-‘:':A—
[ [
0 0 0 0
AE | 0 0 -1 g
KN ===
Ilo 0o 0 0
(3]
0 -1 0 1

Elemento 2:

O elemento 2 estd numerado com os nds globais 2 e 3. Ele estd posicionado em um dngulo @@ = 45° com respeito
a direcdo positiva do eixo x, como mostrado na Figura 2.14. As outras relacOes sdo as seguintes:

1
cos 45° = sen 45° = —, 12 = /21,
V2’

1
V2
@ :A(2)E(Z’) _AE

@ A

(1) !

FE. A conslante

X "*] Y-
>

Figura 2.13 Estrutura de trelica com dois elementos.
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Figura 2.14 Sistema de coordenadas local (elemento) e global.

1 ! 1 1 17
2 2 2 2
i1 .1 g ¥
w_4E[2 2 "2 72
V2L 111
2 2 2 2 3]
1 1 1 1
L 2 2. 2 2
2] 3]
¢ Passo 3: trata da construcio do combortamento global.
(3a) Montagem direta:
. [0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 0 -1
0 1 1 1 1
242 242 242 242
1
k=AElg o L L _L __Lp
! W2 V2 w2 22 .
0 0 1 1 1 1
V2 2V2 2v2 222
3]
| 1 1 1
0o -1 ——— —— —— 14+——
i 2v2  2v2 2v2 2v/2 ]
1] 2] 3]
e
0 0 Flx
3 0 0 iy
- 0 - 0 I
d= 0 f= 0 r= o
Usy 10 0
U3y 0 0

Mais uma vez observamos que se a componente da forca externa em um no € prescrita, entdo a componente corres-
pondente do deslocamento nesse né é desconhecida. Por outro lado, se uma componente do deslocamento em um
né ¢ prescrita, entdo a componente que corresponde & forca nesse né é desconhecida.

(3b) Sistema global de equagdes:

00 0 0 0 0
0 1 0 0 0 —1 o
0 [ ]
o o L. . 1 1
22 22 222 22 |9 Fiy
AE |, 1 1 1 1 0 |rx
. ! 22 22 22 22 0 Fay
’ 0 0 R S S N 1 U3y 10
22 w2 2 w2 ||, | Lol
1 1 1 i [ =
B el mals mat =ls el
I W2 W2 22 272
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(3c) Sistema globat reduzido de equagdes:

O sistema global € partido depois de quatro linhas e quatro colunas:

e 0 ! 1
_ ity 0 x 10
dg = ,l} - ) dp = JiuS }’ fp = 3 Kr= Zﬂ 2\/5 3
Uay 0 Uzy G i 1+ i
oy 0 2\/2— 2\/§
¢ 0
Fix 0 -1
o ’“l,!' K _ - 1 B 1
BT Ty ’ B 2'\/5 2\/5
ray 1 1
V2 22
A matriz desconhecida dos deslocamentos € encontrada da solugio do sistema reduzidoe de equagdes
Ao b
AE [2V2 2V2 rs} {10}
! 1 1 i H3y 0
2v2 2v2
e é dada por
i3y { [10+20v2
wy| AE[ —y0 |
A matriz desconhecida r das reagSes é
o 0
Fix O
0 —1i
Ty Kede 1 Keod i 1 10 -+ 2002 10
Iy == = Kpdp + Kprdp = | o — — il =
rx W2 2V2 ~10 —10
2y L ~10
22 2v2

Pode ser facilmente verificado que as equagdes de equilibrio sdo satisfeitas:
Sr-o YR=0 Y=o

Finalmente, no passo do pds-processamento as tensdes nos dois elementos sde calculadas como a seguir:

i,
W — e Ee u?» E¢
of =E R[] 0 1 0] =4 (-1 0 1 OJR¢
e e le /¢
Hay
a’zi.

=% [—cosg® —seng® cosg® seng®|ds.

Para o elemento 1, temos:

¢ = 00°  {cos!™ =0, sengl = 1),

iy 0
4 — || _ L S
Iy 10 4+ 20,2 | AE’
H3y ~10
0
0 1 -10

o= ~1 0 1

0+200/3 |4 4
10

27
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Para o elemento 2, temos:

¢ =45 (cos¢® =1/v2, seng® = 1/v2),

Uy 0
av = || = 0 4
U3y 10 4+20v/2 | AE’
Usy —10
0
a(z):%[—l/\/f —1/V2 12 1/V72] 10+Ozoﬁ %:1(17\/2
—10

2.6 SISTEMAS DE TRELICAS TRIDIMENSIONAIS*

Considere um elemento de barra em trés dimensbes como mostrado na Figura 2.15. Como o elemento tem resisténcia
apenas para deformagio em dire¢fo a sua extensdo, podemos escrever a relacio entre as for¢as nodais e os desloca-
mentos nodais no sistema de coordenadas locais como

Fe 1 =17[us REFER
el
F3., -1 1 U,
Os graus de liberdade inclusos nessas matrizes de deslocamento e de forga séo apenas aqueles envolvidos na rigidez
do sistema.
O elemento nas trés diregdes terd trés graus de liberdade por né: as componentes de translagdo nas diregdes x, y Problem
e z, portanto |
a° = [ug, uf, uf, w5, ui, us]’. (2.56)

Como a matriz de forca precisa ser consistente do ponto de vista da energia,
F=[Fi, Fi, Fj, F5, F3, F3]". 2.57)
Para obter a equacfo de rigidez em termos das forcas nodais e dos deslocamentos (2.57) e (2.56), respectivamente,

vamos agora construir a matriz rotacional R¢ para trelicas tridimensionais. Observe que o vetor unitdrio ao longo do
elemento é dado por

< 1, o= o2 a3
Ir =l_e(x21l+y21j+Z21k), (258)

onde x4, = X, —xe assim por diante. Se tratarmos os deslocamentos nodais como vetores, entdo
Wi u] R = T+ T+ sk 2.59
Ix .'yJ' Upk =y u!y] Iz (2.59)
paral=1le?2.

Tomando um produto escalar dos termos com i dessa expresséo, encontramos (devido 4 ortogonalidade dos
vetores unitirios) que

le ed T e 7 T eyp T
pe = uple i up j i+ wpk i (2.60)

Figura 2.15 Um elemento de trelica tridimensional na coordenada local.

“Opcional para todas as trajetrias.




isténcia
esloca-

(2.55)
rigidez

pes x, ¥

(2.56)

57

fimente,
bngo do

(258)

;(2.59)

de dos

(2.60)
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Da Figura 2.15 podemos ver que substituindo (2.58) em (2.60) encontramos gue

1
M:’JL; - "l"e" [xgiuix + y;lu?y + Z;lui’.]' (2.61)

Usando essa expressdo para escrever as relagdes entre d'° e d°, temos
e € -3 £
[”u] 1 [le ¥ o 000 &
e | T ge € € s '
l 0 0 x5 ¥

tyy
Re

(2.62)

gue define a matriz Re. A rigidez global é entdo dada por (2.50)

Ke — eT e e
6x2 2x2 Ix6

onde K'c é a matriz dada em (2.55) e R¢ é a dada em (2.62). O resultado ¢ uma matriz 6 X 6, No vale a pena multi-
plicar as matrizes; isso pode ser feito facilmente com vm programa de computador. Esse procedimento pode também
ser usado para obter a rigidez do elemento em duas dimensdes: a matriz R* entdo seria a matriz 2 X 4 com as colunas
com z5, termos interrompidos e o resultado idéntico a (2.47).

George, A. and Liu LW, (1986) Computer Solution of Large Sparse Positive Definite Systems, Prentice Hall,
Englewcod Cliffs, NJ.
Saad, Y. (1998) lterative Methods for Sparse Linear Systems, PWS Publishing Company, Boston, MA.

Problema 2.4

Para o sistema de molas dado na Figura 2.16,

a. Numere os elementos e 0s nds.

b, Monte a matriz global de rigidez ¢ de forga.

¢. Parta o sistema e resolva para os deslocamentos nodais.
d. Calcule as forcas de reagies.

Al ! ’." A i ) a
Mww i \a*&ﬂ&ﬁ\ TR ﬂcﬁgm,\ﬁ;&w AR, 45\:
\

i e 50 N

g S S f«?\’tf‘y

SN

o

)

Figura 2.16 Dados do Problema 2.1.

Problema 2.2
Mostre que a rigidez equivalente de uma mola alinhada na diregdo x para a barra de espessura f com um furo retan-
gular centrade mostrado na Figura 2.17 é
_ 3Ewb
T {a+ B

onde F é o madulo de Young e ¢ € a fargura da barra (Sugestdo: subdivida a barra com um furo retangular em 3
elementos}.

Figura 2.17 Dados do Psoblema 2.2,
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Problema 2.3

Considere a estrutura de treliga dada na Figura 2.18. Os nés A e B sio fixos, Uma forga igual a 10 N atua no né C,
na diregfo positivd x. As coordenadas das juncdes sdo dadas em metros. O médulo de Young é E = 10Y Pae as dreas
das secdes transversais de todas as barras sic A = 2-1072m%

Numere os elementos e 0s nos.

Monte a matriz global de rigidez e de for¢a.

Parta o sistema ¢ resolva para os deslocamentos nodas,
Calcule as tensdes e as reagoes.

o eop

Cilb
DT e 16

AGLR Bl

Figura 2.18 Dados do Problema 2.3.

Problema 2.4

Considere a estrutura de (rés barras sujeita a carga prescrita no ponto B igual a 10° N, como mostrado na Figura
2.19. O médulo de Young € £ = 10" Pa, a drea da segdo transversal da barra BC ¢ 2X[0? m? e as 4reas das barras
BD e BF siio 107 m’. Observe que o ponto D é livre para se mover na direcdo x. As coordenadas das jungdes so
dadas em metros.

a. Consirua a matriz global de rigidez e a matriz de carga,
" b. Parta as matrizes ¢ resolva para os deslocamentos desconhecidos no ponto B e o deslocamento em direciio x do
ponto D. : ’
c. Encontre as tenses nas trés barras.
d. Encontre as reagdes nos nés C, De F.

b

_ !
P LA,
L L

Figura 2.19 Dados do Problema 2.4.

Problema 2.5

Em cada uma das duas estruturas planas mostradas na Figura 2.20, blocos rigides sdo conectados por molas lincares,
Imagine que apenas deslocamentos horizontais sejam permitidos. Em cada caso, escreva as equagdes reduzidas globais
de equilibrio em termos da rigidez k* da mola, dos deslocamentos nodais desconhecidos u, e das cargas aplicadas f, -
Vocé deve refazer o problema numerando os nés, de mode que aqueles nos quais os deslocamentos sio prescritos
sejam numerados primeiramente,

Figura 2.20 Dados do Problema 2.5.
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Problema 2.6

A estrutura plana mostrada na Figura 2.21 consiste em uma barra rigida e leve e em molas lineares de rigidezes k™
e k. Apenas pequenos deslocamentos verticais so permitidos. A matriz reduzida de rigidez K dessa estrutura € 2
X 2, mas pode ter varias formas, dependendo da escolha da matriz global de deslocamente. Determine K para cada
uma das seguingtes escolhas de translagOes laterais:

a u, emx=0e i, eM X = L (veja Figura 2.21, a direita}.
b, u, emx=0eu, emx=L/2.
¢ u, emx = Leu, emx = 2L

Graus de liberdade para a Parte (a)

Figura 2.21 Dados do Problema 2.6.

Problema 2.7

Modifigue o cdigo de elementos finitos do MATLAB para forgar condicGes de contorno de deslocamentos usando
o método da penalidade (veja Equagdo [2.33]).

a. Resolva para os deslocamentos nodais e tensdes da estrutura mostrada na Figura 2.22.
b. Trace a estrutura deformada com 0 MATELAB. Para isso, acrescente o mag X deslocamento as coordenadas nodais.
O fator mag é para aumentar o3 deslocamentos, de modo gue eles sejam visiveis.

E=13510"pa
A= w
para todas as
barras

Figura 2.22 Dados do Problema 2.7,

Problema 2.8

Usando o codigo de elementos finitos do MATLAB, encontre os deslocamentos e as forgas nas duas estruturas dadas
na Figura 2,23, Para a estrutura (b), explore a simetria. Para as duas treligas, verifique o equilibrio no né 1. Considere
o moédulo de Young E = 10" Pa, as dreas de todas as segdes transversais de barra 1077 m?, as forcas # = 10° N e
L=2m

Figura 2.23 Dados do Problema 2.8.




