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Determinacao das solucoes analiticas das equacoes do
movimento balistico vertical de corpos sob arrasto quadratico e
campo gravitacional uniforme

Dezembro de 2024

1 Introducao

O presente trabalho tem o objetivo de apresentar as solugbes analiticas para as fungoes horarias de
movimento balisitico vertical (unidimensional) de corpos sob um campo gravitacional uniforme e ar-
rasto do tipo quadratico. As dedugoes de cada equagao sao minuciosamente demonstradas e explicadas.
Apesar de um movimento unidimensional vertical ser quase "utépico” na pratica, os resultados pre-
vistos podem servir de estimativas para diversas aplicagoes, em especial a previsao de trajetérias no
foguetemodelismo, cenério o qual motivou esse trabalho. E apresentado um exemplo, no qual sao com-
parados dados reais de um voo de um foguetemodelo (relativamente estdvel e reto) com as previsoes
dadas pelas equagoes, a fim de mostrar a efetividade destas.

2 Introducao as situacoes fisicas

Considere um corpo extenso de massa m, com um coeficiente de arrasto constante Cp, drea transversal
(em relagao a dire¢ao de movimento) A, que descreve uma trajetéria retilinea perpendicular a superficie,
com velocidade descrita pelo vetor ¥, onde age um campo gravitacional uniforme de aceleragdo g. Além
disso, considere que esse corpo estd imerso em um fluido estacionario de massa especifica p, no caso o
ar, que gera uma forga de arrasto definida por

=~ 1

Nota-se que o vetor da forca tem sentido contrario a velocidade.
Ademais, a forca peso que atua no corpo é descrita por

Fy= —mgj'

Em que j simboliza o vetor unitario perpendicular a superficie, enquanto a notacao i se refere a
componente paralela.
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Figura 1: representagdo de um corpo com uma velocidade qualquer sob as condigbes impostas

Como o vetor velocidade estd sempre na perpendicular, apenas a componente j é relevante para a
andlise das situagoes.

H4, portanto, duas possibilidades de fases balisticas: velocidade apontando para cima ( +j' ); e veloci-
dade apontando para baixo ( —j )

Caso 1: velocidade para cima Caso 2: velocidade para baixo
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Sistema de coordenadas

Figura 2: representacao dos casos

Dessa forma, escreve-se, pela segunda lei de Newton, sendo Fi e d a forca e aceleracao resultantes:

Fa=YF.=Fp+F,

o — pACD
 2m

em que

é uma constante definida por conveniéncia.

Ja que o movimento ocorre em uma dimensao, é conveniente utilizar uma notacao escalar com os
sinais indicando o tipo de movimento (acelerado/retardado, progressivo/regressivo, etc). Assim sendo,
convenciona-se que a posicao, representada aqui por y, seja maior ou igual a zero, e o subindice 0 e 1



indicando uma grandeza num momento inicial e final, respectivamente.
Entao, tem-se, em forma escalar, as equagoes 1 e 2:

[eq. 1] [Fase Balistica Descendente]

a=—g— kv’ [eq. 2] [Fase Balistica Ascendente]

nas quais tem-se que
dv

dt
em que t representa a variavel do tempo.

3 Fase balistica ascendente

Neste caso, trabalha-se com a equagao 2, na qual a forca peso e a forga de arrasto trabalham negati-
vamente para o deslocamento do corpo.
A equacao diferencial que resulta desse cendrio é

dv 9
— = —g—Kv
a7

3.1 Funcao horaria da velocidade

Rearranjando para separar as variaveis, tem -se

dv
g+ kv?

1 (™ d h
Ly
g Vo 1+§’U to

u2ﬁv2édudv\/E
g g
1 “

\/?/ du N
gV k Sy, 1+u?

1

" du
V K:g uo 1 + u2
Agora, concentrando na integral indefinida da equacgao anterior,

/ du
1+ u?
tanx = u = sec?(x)dr = du

sec?(x)dw
/ 1+ tan?(x)

Pela identidade tan? z + 1 = sec? x, conclui-se que

:/dx:erC

= —dt

Integrando ambos os lados, tem-se

Realizando a substituicao a seguir

pode ser escrito que

= —-At

Realiza-se uma substiuicao trigonométrica



Retornando de x para a varidvel inicial u
= arctan(u) + C

Aplicando essa integral indefinida na equacao anterior, obtém-se

U1

= —At
uo

1 K

arctan [ v,/ — = —At
\/ K:g ( \/;) Vo
1 K K
= At = —— |arctan [ vy, /— | —arctan | (vy,/—
775 Lrean (/5 ) —avton (1)

A fim de definir uma funcao v(t), sdo impostas as condigbes to =0 e v; = v = v(t)

- [man (0\@ — arctan (\/m
= arctan (UO ﬁ) — /g = arctan (\@
o(t) = \/f tan [arctan (Vj) - t\/@}

3.2 Funcao horaria da posicao

arctan(u)

kg

v1

=

Parte-se do principio de que a posi¢ao, em um intervalo de tempo, é determinada a partir da integragao
dos infinitesimais de y em tal intervalo. Assim, escrevendo na forma de equacao diferencial, tem-se

dy _

ar !

Separando os diferenciais,

Pela equagao,

dy = \/?tan [arctan (vo\/z> — t.mg} dt
K g

Integrando ambos os membros das equacoes no intervalo de posicao e tempo, escreve-se

Y1 g t1 K
/ dy = f/ tan [arctan (vg f) - t\/@] dt
Yo K to g
= A g 1 1 [ec(acta ( \/E) 12/ )]
= —4/=——=1In|s rctan | v - = R
Y K \/Kg 0 ) / to

/tan(:c)dx = / sin(z) de = — du _ In[sec(z)], u = cos(x)

cos(x) u

t1

Uma vez que,

Manipulando algebricamente,

Ay=+r""'In [Sec (arctan (vo \/§> — uM@)} — % 'ln [sec <arctan <vo\/§> - tl\/ﬁTg)]

sec (arctan (vo \/%) —to \/@)
sec (arctan (vo \/%) —t1 \/@)

Ay =rk"1ln




Setando y; =y = y(t), to =0 e t; = ¢, tem-se

sec (arctan (vo \/g >)
sec (arctan (vo \/5) — t\/@)

Para determinar o valor de sec (arctan (vo \[ ))7 considere o tridngulo a seguir:

y(t) =yo + £ Mn

k
g

a K
.
o/

Toma-se entao um angulo « cuja tangente seja vg g, de tal forma que sec o = sec arctan (vo \/g)

Assim, pode-se, arbitrariamente, escolher os dois catetos de forma a satisfazer tal condicao.

2
L2 . , VoK . .
Pelo Teorema de Pitagoras, a hipotenusa a é (/1 + OT' Assim sendo, fica evidente que o valor

’Ugl{
da secante de a deve ser /1 + -
Logo, com a expressao encontrada,

’U2I<L

1+ -0

°|

y(t) = yo + 5 'In

)~ 1v)

2
wy(t) =yo+ £ "In <cos <arctan <vo\/;>> — t\/@) 1+ %

3.3 Funcgao horaria da aceleracao

sec (arctan (vo

e

| =

Em relacao a determinacgao da aceleragao, basta recordar que a aceleracao é a taxa de variacao ins
-tantanea da velocidade. Assim, escreve-se que

dv
=aq

i

Derivando v, utilizando a definicao da equagao, tem-se

o= [\fZian ton () 15|
= a(t) = \/z\/@ sec? [arctan <v0\/§) - t\/@]
. a(t) = —gsec? [arctan <v0 \/§> - t\/@]




3.4 Presenca de uma forca de empuxo constante em um determinado in-
tervalo de tempo

No foguetemodelismo, é de grande interesse entender a dinamica de um corpo propulsado pela expulsao
de massa em altas velocidades, utilizando o principio da convervagao de momento linear. No entanto,
como a vazao massica nao é constante, além da prépria massa do corpo estar variando, é muito
trabalhoso encontrar uma solu¢do. A equacdo que rege esse cenario é dado por

dv dm 1
m(t)— = —mf(t —c— =pACpv*?
(t) a (t)g + ar 5PACD
em que ¢ é a velocidade de exaustdo dos gases provenientes da combustao de propelente (em mddulo).
Utilizando-se de boas aproximagoes empiricas, como vazdo méssica constante (1 = const), tem-se

N . . 1
(mg — 1) i (mg — mit) g + me — i,oAC’DU2
Percebe-se que agora as derivadas da solugao possuem coeficientes variaveis. Como brevemente discu-
tido em Lee (2014) [1], essa equac@o sé terd uma solugao analitica (aparentemente) quando um fator

¢, definido como

e —mg
Q=71 ~
(340Cp)
for constante. E possivel reescrever essa relacao como
K¢ . g
— =1t —=m
& C

com K representando o denominador dentro da raiz. Essa EDO é um caso cldssico em que a solugao
é uma fungdo exponencial (hd diversas formas de demonstrar tal fato!). Assim, a solugdo é
2
m(t) = et — Ra
g

Portanto, ao resolver para a funcao de m em respeito ao tempo, dado que ¢ é uma constante, obtém-se
uma funcgao exponencial com comportamento visivelmente em desacordo com observacoes do compor-
tamento da massa em foguetemodelos.

Como o escopo desse trabalho é mais amplo, nao serao apresentadas tentativas de resolver a equagao
mais completa. No entanto, uma solucao analitico, escrita utilizando a Fungao de Bessel e a Funcao
Gamma, pode ser encontrada a partir dos seguintes métodos: transformagao em uma EDO de se-
gunda ordem pela Equacdo de Riccati; normalizacao (eliminagdo da derivada de primeira ordem);
transformacao de Mobius [2] com equivaléncia da invariante da func¢ao hipergeométrica confluente o F;
transformacao da forma oF} para a funcao de Bessel e Gamma; e substituigao desta iltima solu¢ao na
Equacao de Riccati. Essa deducao é extremamente trabalhosa e a solugao final é extensa, reduzindo
drasticamente a praticidade dessa forma da solugao. Uma solugao utilizando um método parecido foi
apresentada por Alves et al. (2021) [3].

Alternativamente, a fim de simplificar a EDO e resolvé-la com facilidade, é possivel assumir duas
condigoes: empuxo constante (independente de massa ou tempo) e massa constante. A massa utilizada
terd o valor numérico da média aritmética simples entre a massa seca (sem propelente) e massa total
(com propelente). J4 para o empuxo, o seu valor nimerico serd a média do empuxo no intervalo do
tempo de queima. Assim, seja 7 a massa média e E o empuxo médio, entio

Mseca T Mtotal

2

. 1 tqucima
o / E(t)dt
0

tqueima

m =

Reescrevendo a equagao do movimento, temos

dv — 1
—_— == E— —pA 2
mdt mg + 2p Cpv



Adotando

para diferenciar o parametro x das fases nao propulsadas. Além disso, é conveniente definir um fator
de gravidade efetiva, ou aparente, como

E
G:—g+:
m
tal que
dv
=G = Kv?
i G v

Essa equagao diferencial pode ser solucionada usando os métodos da fase balistica descendente. Por
isso, haverd uma subsecgao (4.4) da fase balistica que resolverd essa equacao em detalhes.

4 Fase balistica descendente

Neste caso, usa-se a equacao 1, na qual a forga peso se opoe ao arrasto. E também neste cendrio em
que surge o conceito de velocidade terminal.
A equacao diferencial que representa essa situacao é

dv o
@ _ 2 —
dt g

4.1 Funcgao horaria da velocidade
Pela separagao de varidveis, tem-se
dv
Kv2 —g
1 dv
g 502 -1

=dt
=dt

Integrando ambos os membros e usando v(ty) = vy para indicar a velocidade no instante inicial e
v(t1) = vy para a velocidade no instante final, escreve-se

1 [ d f
*/ %:/ dt
g Vo E/U -1 to
1 /™ d
:*/‘ﬁgfzﬁt
g vo E’U -1

Realizando a substituicao u = v\/% , tem-se

du:dv\/E
g
1 /g [ du
4z — = At
g\/;/uo u?2 —1

1 Y du
- — = / S =4t leq. 3]
vV ug

Assim,

lembrando que u; = Ui\/g



Paralelamente, considere a seguinte integral indefinida I:
d

o [ du

u? —1

du
ﬁlz/ku—nw+n

Pode-se escrever que

Entao, separa-se por fragoes parciais

é[/@ﬁ:fw+/@j:ﬂu

Tal que A, B sao reais e constantes independentes de u. Isso gera a seguinte equacdo, para que a soma

~ . 1 .
dessas fragoes seja ——:

A(w+1)+Bu—1) =1
= uw(A+B)+(A-B)=1

Implicando que

A+ B=0u
e

A-—B=1
Resolvendo o sistema, tem-se A = % e B= —%. Dessa forma, escreve-se I como

I 1 / du 1 / du
2) (u—1) 2) (u+1)

Sabendo que

d

& @) +C

x

em que C é uma constante qualquer, entao

1 1
I= iln(ufl)filn(Ule)

ﬁf:lm(”4>+c

2 u+1
1 u—+1
I=—-1
- 2n(u—l)+c

Note que |u| < 1. A razdo por tras desse fato pode ser explicada pela velocidade terminal de um
corpo em queda. E claro que, em nenhum momento, é possivel que um corpo desenvolva uma forga de
arrasto maior que seu peso. Isso se deve & prépria natureza do arrasto: uma forga dissipativa (trabalho
negativo) que sempre deve se opor ao movimento, o que nao seria o caso se ela fosse maior que o peso.
De fato, existe um caso limite (em tempo infinito), que serd demonstrado posteriormente, em que a
velocidade se aproxima de uma assintota horizontal. Esse caso ocorrerd quando a velocidade serd tanta
que o arrasto se iguala ao peso, impedindo que o sistema acelere mais para aumentar o arrasto. Assim,
pode-se escrever, sendo v; a velocidade terminal,

2
g = Ky

$|’Ut|:\/z

Como foi definido u = v %, o maior valor serd u = v, g =1 O motivo de se analisar esse caso limite

é a substituicao que sera feita agora. Sabe-se pela geometria hiperbdlica que

1 1
artanh(z) = 3 In (1:52) se |z| <1



Assim,

I = —artanh(u) + C
Usando I na eq. 3, tem-se

uy

= At

gk uo
= At

1 artanh (v K)
NG Va/l,
1 K K
. At = —— |artanh [ v,/ — | — artanh v,/ —
o Lt (o) = avtann (01

Escolhendo o tyg = 0, t; =t e vy = 0, pode-se escrever a funcao inversa da velocidade de queda a

partir do repouso
1
artanh (v\/z)
VIr g

v(t) = —\/gtanh (t\/kg) leq. 4]

artanh(u)

v1

Resolvendo para a explicita v(t),

Para demonstrar que a velocidade terminal é um caso limite (no infinito apenas), considere o valor
desse limite quanto ¢ tende ao infinito:

o = i o)

\/;tlg(r)lo tanh (¢\/kg)
RING I
= 9 lim
K t—oo e20VRT 4 ]

= —\/E lim 1
K t—oo

Como o limite de convergéncia é o valor da func¢ao (que representa as ordenadas), o gréfico possui
uma assintota horizontal de valor \/%

Uma maneira de obter uma intuicdo do quao rapido o corpo se aproxima da velocidade terminal é
determinar o tempo até v = 0.99v;. Igualando a eq. 4 a 0.99v;, tem-se que

0.99v; = —\/ztanh (t\/Kg)

= 099\/7 \/7tanh (t\/Kkg

= 0.99 = tanh (t\/kg)

..t:

1 artanh (0.99)
g



4.2 Funcgao horaria da posigao

A fim de determmar a funcao da posigao, basta integrar a fungao velocidade em relagao ao tempo, ja
que v = dt Y Assim, tem-se, pela eq. 4,

v(t)dt = —\/ztanh (t\/kg)dt

= dy— \/7/ tanh (t\/kg) dt
= Ay = —\/E/f1 tanh (t\/kg) dt

Uma vez que [ tanh(z)dz = In(cosh(z)) + C, com C sendo uma constante qualquer, entéo

t1

Ay = _\/Eln (cosh (ty/kg))

to

= Ay = \/zln (cosh (toy/kg)) — \/Eln (cosh (t1+4/Kg))

Tomando to =0, y; =y e t1 = t, pode-se achar a funcdo explicita y(t)

y(t) = yo — f i cosh (1/77)) =

" y(t) = yo — &' In (cosh (ty/kg))

4.3 Funcgao horaria da aceleragao

Para determinar a aceleracio a em funcdo do tempo, basta derivar em respeito a ¢t a fungao wv(t).
Assim, a partir da eq. 4, tem-se

oft) = 5 = = Lect/9) R

a(t) = —gsech®(t\/kg)

4.4 Solucgao da fase propulsada

Inicialmente, tem-se

A estrutura da equagao diferencial é (quase) idéntica & vista acima, sendo que esta apenas possui um
membro com sinal oposto. Dessa maneira, esse sinal ird ser carregado através da resolugao andloga,
resultando nas mesmas equagoes do movimentos (de descida) com o sinal trocado, uma vez que a
constante multiplicativa —1 ”sai” das integrais e derivadas. Portanto, as equagoes de movimento para
a fase propulsada, com empuxo constante, sao as seguintes:

Aceleracao:
a(t) = Gsech*(tVKG)

u(t) = \/ftanh (t@)

y(t) =yo+ K 'ln (cosh (t@))

Velocidade:

Posigao (altura):

E evidente que o dominio das trés fungoes é o intervalo [0, qumma]

10



5 Resumo das equacoes

5.1 Fase ascendente

e Equacao diferencial inicial: ¢ = —g — k0> = jj= —g — K (y)2
e Funcao hordria da aceleragao: a(t) = —gsec? {arctan (vo \/§> — tﬂ//-fg}
e Fungao horaria da velocidade: v(t) = \/Z tan [arctan (vo \/%) —t, //{g}

e Funcao horaria da posicao: y(t) = yo +k 'ln {(cos (arctan (vo \/g) — t\/@)> 1+ ”i“}

5.2 Fase descendente

e Equacao diferencial inicial: o = —g+ kv = jj= —g + & (y)2

e Fungao horiria da aceleragao: a(t) = —gsech®(t,/rg)
e Fungao horaria da velocidade: v(t) = — /2 tanh (t,/kg)

e Funcao horaria da posigao: y(t) =yo —x ' 1n (Cosh (t‘ //fg))

5.3 Alguns comentarios para o estudo desses cenarios

Existem véarias situagoes em que estas equagoes podem ser tteis, especialmente se o objetivo se trata
de previsdes de trajetérias (ou estimativas). Porém, é necessdrio ter muito cuidado com as fungoes
trigonométricas presentes nas equagoes, ja que, no momento de resolucao das equagoes, multiplas res
-postas podem ser descobertas.

Em geral, é interessante tracar os graficos para visualizar. Algebricamente, diante de uma equacao
trigonométrica, ou a solugao que interessa é a trivial ou € a primeira determinagao. Testar valores para
encontrar absurdos é essencial.

Nos estudos desse tipo de movimento, é critico que o instante de tempo em que ha a troca entre
fase ascendente e descendente seja imediatademente determinado. Isso restringird os dominios das
fungoes.

6 Exemplo: Caso LAE-140/v2 (16/6/2024)

Para exemplificar, serd utilizado os dados do lancamento do minifoguete denominado LAE-140/v2,
com motor classe B4-0, estdgio tnico, equipado com um altimetro MicroPeak (MP-81), sem carga de
ejecao e projetado para voar por 10 segundos.

Como existe uma certa incerteza em relagao as caracteristicas do motor, foram utilizados dados
coletados experimentalmente de um teste estatico de motores de mesmo modelo. As médias de empuxo,
tempo de queima e massa de propelente foram escolhidas para os cédlculos da fase propulsada.

O coeficiente de arrasto foi obtido a partir do software CD 2.1 do GFCS (UFPR) e dos dados de
dimensoes do minifoguete. J& a massa especifica do ar foi calculada usando a Lei Ideal dos Gases,
pressao de 914.8 hPa, temperatura de 24 °C e constante ideal de gas do ar igual a 286.9 J/kgK. Os
demais parametros foram extraidos diretamente do relatério da sessao de langamento do LAE-140/v2.

6.1 Parametros usados
1. Aceleracao graviaticional (em Curitiba): g = 9.7876ms~!
2. Coeficiente de arrasto: Cp = 0.91

3. Massa especifica do ar p = 1.07305 kg m ™

11



4. Massa seca (sem propelente, medida pds-voo): Meeq = 4.4675 - 1072 kg
5. Massa de propelente (expelido, medida p6s-voo): Mpropelente = 4.752 - 10-3 kg

6. Area da secgao transversal de referéncia: A = 7 - (20.06 . 10’3)2 ~ 3.15102 - 10~* m?

6.2 Fase ascendente
6.2.1 Fase propulsada prevista

Como, a priori, é impossivel conhecer exatamente os dados de empuxo, tempo de queima e massa de
propelente, parte-se para uma estimativa.

A massa do foguete com o motor (massa total) era myoq; = 49.427 g, enquanto a massa do motor
total era 16.961 g. A massa de propelente esperada (com base em testes de outros motores do mesmo
modelo pelo GFCS) era de 4.57g a 5.29g. A média dessa massa de propelente é mpropeiente = 4.864g.
Logo, a massa média, durante a fase propulsada, é

steca + Mpropelente

5 =4.7051 - 10" %kg

m =

Em seguida, define-se o parametro K,

K= P00 315102 104!
2m

De acordo com testes estaticos de motores de mesmo modelo previamente executados, a média do
tempo de queima, tgueima, € 0.786s e a média de empuxo, E, é 449 N
Assim, calcula-se que a gravidade efetiva é

E
G=—-g+ = 8.56408 - 10'm s>

Utilizando as equagoes previamente deduzidas, a velocidade no fim da quiema deve ser

e
Vqueima = 'U(tqueima) = E tanh (tqueima Vv KG)

. vqueima ~ 63.6830777//3

Ja a altura no fim da queima deve ser, dado que a altura inicial era 0 metro,

Yqueima = y(tqueima) =K 'ln (COSh (tqueima \ KG))

" Yqueima = 25.7249m

12



6.2.2 Graficos (I)
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Figura 3: Gréfico Altura X Tempo na fase propulsada (tgucima >t > 0)
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Figura 4: Gréfico Velocidade X Tempo na fase propulsada (tqueima >t > 0)
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Figura 5: Gréfico Aceleragdo X Tempo na fase propulsada (tqueima >t > 0)

6.2.3 Definindo &

Como a massa apds a queima é a massa seca, entao o parametro k sera usado. Agora, serd adotada a
letra kappa propriamente dita na notagao. Dado que

M = Mgecqa = 44.675g

Entao,
pACD
R =

ok =3.44364 - 10 4m !
2m

6.2.4 Tempo até o apogeu

Como o apogeu se caracteriza por ser o instante de mudanca de sentido da trajetéria, a velocidade
nesse ponto é zero. Matematicamente, escreve-se

v(t') = \/ztan [arctan (vo\/§> - t’\/@} =0
= tan {arctan (1}0 \/j) - t'\/@] =0

E evidente que a primeira solugao com k = 0 do conjunto de solugoes 7 - k; k € Z corresponde ao valor
procurado, uma vez que é a primeira vez que a fungao (velocidade) se iguala a zero partindo da origem

em direcao aos reais positivos.
K !/
= arctan | vg,/— | —t'\/kg =0
g

=t = 1 arctan (vg\/ﬁ>
VK9 g

ot =4.75958s

Sendo que vy = Vgueima- O tempo até o apogeu € topogen = t' + tqueima, j& que t’' representa o tempo
entre o fim da queima e o apogeu. Logo,

tapogen = 5.54558s
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6.2.5 Altura do apogeu

Para encontrar a altura do apogeu, basta inserir o tempo do apogeu (previsto) na equagéo da posicao,
considerando a altura inicial como aquela do fim da queima (prevista). Assim,

_ K V2K
Y(tapogen) = Yo + K Hn (cos (arctan (vo \/;> — tapogeu /ng)> 14+ 07

= yapogeu == y(tapogeu) = 25.72495 + 128.73115
" Yapogen = 154.45610m

6.2.6 Griéficos (II)
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Figura 6: Gréafico Altura X Tempo na fase ascendente (t' >t > 0)
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Figura 7: Gréafico Velocidade X Tempo na fase ascendente (t' > ¢ > 0)
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Figura 8: Gréfico Aceleragao X Tempo na fase ascendente (¢ >t > 0)

6.3 Fase descendente
6.3.1 Tempo de queda

O tempo de queda é determinado pela raiz da fungao de posicao na fase descendente. Assim,

y(tqueda) = yapogeu - "{_1 In (COSh (tqueda vV Hg)) =0

Isolando t4yeda, tem-se que

cosh™! (e"Yapogeu )

tqueda = \/@

Substituindo os valores, obtém-se
. tqueda = 6.12668s

Portanto, o tempo total de voo é
tiotal = tapogeu + tqueda = 11.67226s

6.3.2 Velocidade de impacto

A velocidade de impacto é obtida pelo valor da funcéo velocidade quando o tempo é igual a tgyeda-
Dessa maneira, tem-se

g
Vimpacto = U(tqueda) = _\/;tanh (tqueda\/ ﬁg)

2 |Vimpacto| = 43.14205 m s~ !
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6.3.3 Aceleragao de impacto

A aceleracao no momento de impacto é calculada pela funcao horaria da aceleracao quando o tempo
é igual a tgyedq. Entao,

Gimpacto = a(tqueda) =—g SeCh2 (tqueda vV "ig)

. @impacto| = 3.37817 m s~2

6.3.4 Gréficos (III)
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Figura 9: Grafico Altura X Tempo na fase descendente (tgyedqe >t > 0)
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Figura 10: Gréfico Velocidade X Tempo na fase descendente (t4yedq > t > 0)
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Figura 11: Gréfico Aceleragao X Tempo na fase descendente (tgyedq > t > 0)
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Juntando os gréficos de altura de cada fase, ajustando seus dominios e translacionando-os devida-
mente, é possivel plotar um grafico inico de altura para todo o voo:

y (m)
160
Apogeu

Fase descendente

140

120

100

80

60

Fase ascendente
40

Fim da queima
20

Fase propulsada
Impacto t(s)

12 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Langamento (Origem)

Figura 12: Gréfico Altura X Tempo do LAE-140-v2 (t4ptar >t > 0)
6.4 Comparacao com dados de voo

Alguns dados e gréficos foram extraidos de altimetro ou medidos por participantes do langamento.
Uma tabela comparando os principais dados medidos e previstos (neste trabalho) foi construido.
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Figura 13: Grafico com altura, velocidade e aceleragao versus tempo

Dado Previsto | Medido | Diferenca Absoluta | Diferenca Relativa |
tqueima | 0.786 s 1.15 s 0.36 s 31%

Vqueima | 03.6830 m/s  58.67 m/s 5.01 m/s 8.5%

hqueima | 25.7249 m 45.6 m 19.9 m 44%

tapogeu 5.54558 s 4.99 s 0.56 s 11%

Yapogeu | 154.45610 m  125.2 m 29.3 m 23%

tqueda 6.12668 s 5.95 s 0.18 s 3%

Vimpacto | 43.14206 m/s  21.0 m/s  22.1 m/s 105%

tiotal 11.67226 s 10.94 s 0.73 s 6.7%

E importante destacar que a descrepancia no tempo de queima pode ter ocorrido pela curva de em-
puxo (i.e. ndo constante), que contribui gradativemente menos no impulso perto do final do tempo de
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queima. Além disso, percebe-se que a aproximacao assumida na fase propulsada possuiu uma variacao
relativamente grande, demonstrando a importancia de o calculo da fase propulsada ser preciso. Além
disso, existe uma incerteza nos dados no momento do pouso devido ao efeitos do impacto mecéanico.

7 Conclusao

Em suma, a partir da formulacdo e resolucdo de equacgOes diferenciais que representam as fases
balisiticas ascendentes e descendentes, unidmensionais e com arrasto, pode-se determinar, por meio do
Célculo Diferencial e Integral, as seguintes equagdes de movimento (posigao, velocidade e aceleragao)
em funcdo do tempo. As funcoes inversas destas também foram deduzidas e estdo nas se¢oes anteriores.
Além disso, foram estabelecidas comparagoes entre o modelo tedrico e dados de altitude, velocidade e
aceleracao de um altimetro instalado em um foguetemodelo. Houve poucas diferencas nos parametros
referentes a trajetoria balistica, como os tempos de voo e altura do apogeu. No entanto, dados que
estavam atrelados diretamente a fase propulsada tiveram um desvio significativo, provavelmente devido
as suposicoes tomadas para se obter o modelo aproximado para esta fase.
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