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Resumo. Sobre o tempo de CPU necessario para resolver numericamente a equacdo de Laplace bidimensional,
verifica-se o efeito causado por: ndmero de néds, de iteracdes internas e de malhas, trés solvers (Gauss-Seidel, MSI e
ADI), e esquemas de correcao (CS) e de aproximagao completa (FAS) com multigrid geométrico e ciclo V. O método
de diferencas finitas é usado para discretizar a equacdo diferencial com um esquema de 22 ordem de acuracia.
Verificou-se que: (1) o esquema FAS é mais rapido do que o CS; (2) o solver MSI é mais rapido do que Gauss-Seidel e
ADI; (3) o nimero étimo de iteragdes internas é 1 para o CS e entre 3 e 5 para o FAS; e (4) recomenda-se usar o
numero maximo possivel de malhas.
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1. Introducéo

Modelos matematicos na dindmica dos fluidos computacional surgem em fendmenos fisicos que envolvem fluidos
em movimento, com ou sem troca de calor (Fortuna, 2000; Maliska, 2004). Estes modelos matematicos, em geral, ndo
tém solugdes analiticas conhecidas. Buscam-se entdo solu¢fes numéricas transformando-se 0 modelo continuo em um
modelo discreto. Um método de discretizagdo muito usado é o método de diferengas finitas (Golub e Ortega, 1992;

Tannehill et al.,1997), onde, em problemas bidimensionais, o dominio (x,y) e ®*: 0<x,y <1 & particionado em um
namero de incdgnitas (ou nimero de pontos), dado por:

N = N,N (1)

onde N, e N, sdo o nimero de incognitas nas diregdes coordenadas x e y, respectivamente.
Isto introduz uma malha com os pontos

N1 ehTN @

X y

(%, y;) = ((i-Dh,,(j-Dh,), com h, =

onde i=1..,N,, j=1..,N
respectivamente. Neste caso, estabelece-se uma malha com elementos de tamanho h, por h, que se denota por Q"
A discretizacdo desses modelos matematicos conduz a grandes sistemas de equacGes algébricas do tipo

, & h. e h, os comprimentos de cada elemento nas diregdes coordenadas X e Y,

AV = f, ®3)

onde A é uma matriz quadrada, f é o vetor independente e Vv é o vetor de incdgnitas. A estrutura da matriz A

depende do método e das aproximagdes numéricas usados para discretizar 0 modelo matematico.

Vérias técnicas numéricas tém sido estudadas para resolver o sistema dado pela Eq. (3) com o menor custo
computacional e a solucéo a mais proxima possivel da exata (sem erros de iteracdo, Ferziger e Peric, 1999). A resolucao
por métodos diretos ndo é recomendavel, visto que na pratica, a matriz dos coeficientes é muito grande e o custo da
inversdo da matriz é alto (Golub e Van Loan, 1989). Para problemas de grande porte os métodos iterativos sdo mais
adequados (Burden e Faires, 1997). O método do gradiente conjugado (Burden e Faires, 1997; Golub e Ortega, 1992),
introduzido por Hestenes e Stiefeld (1952), usa técnicas que sdo mais especificas para geometrias simples e é um
método sensivel ao condicionamento da matriz.
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O método multigrid, proposto originalmente por Fedorenko (1964), é atualmente um método numérico muito usado
para resolver iterativamente sistemas de equacfes do tipo da Eq. (3). A idéia basica é usar um conjunto de malhas e
executar alternativamente iteracdes em cada nivel de malha e solucfes aproximadas desta equacdo em malhas mais
grossas (Briggs et al., 2000). Sdo usados operadores para transferir informagdes da malha fina para a malha
imediatamente mais grossa (processo chamado de restricdo) e da malha grossa para a malha imediatamente mais fina
(processo de prolongacdo). Briggs et al. (2000) trabalharam com a razdo de engrossamento r =2 afirmando ser uma
pratica universal e que r =2 ndo traz vantagens. Em cada malha o sistema de equaces é resolvido com um método
iterativo com propriedades de reduzir rapidamente os erros oscilatorios (propriedades de suavizacdo). Com este
conceito, varios trabalhos (Brandt, 1977; Stiiben, 1999; Wesseling e Oosterlee, 2001; Moro, 2004; Pinto et al., 2005a e
2005b), apresentaram bons resultados numéricos para problemas de dindmica dos fluidos. Os resultados de Fedorenko
(1964) mostram que a taxa de velocidade de convergéncia com o uso da técnica multigrid € muito melhor que a dos
métodos iterativos puros. O objetivo do método multigrid é acelerar a convergéncia a fim de reduzir o tempo de CPU
necessario para resolver a Eq. (3). Os melhores desempenhos do método multigrid sdo obtidos em problemas totalmente
elipticos (Wesseling, 1992), ou seja, problemas dominados pela difusdo; e os menores em problemas dominados pela
adveccdo (Ferziger e Peric, 1999).

O método multigrid pode ser aplicado a malhas estruturadas, conhecido como multigrid geométrico (Wesseling e
Oosterlee, 2001), bem como a malhas ndo-estruturadas, conhecido como multigrid algébrico (Stiiben, 2001). Em
Wesseling e Oosterlee (2001) sdo apontados varios desafios para o multigrid geométrico, como: a solucdo das equacoes
de Navier-Stokes, problemas com perturbagdes singulares, problemas de camada limite onde aparecem as malhas
fortemente alongadas, ou mesmo a paralelizacdo de algoritmos.

Neste artigo os seguintes parametros séo estudados: nimero de incognitas, nimero de itera¢des internas (nimero de
iteragbes do método numérico a fim de suavizar as componentes de erro), 0 nimero de niveis (nimero de malhas
percorridas) e os solvers Gauss-Seidel (GS), MSI e ADI (Tannehill et al.,1997). Os objetivos sdo: verificar o efeito
desses pardmetros sobre o tempo de CPU para o multigrid geométrico e realizar comparagdes entre 0 esquema de
corre¢do (CS) e o esquema de aproximagdo completa (FAS) com ciclo V proposto em Wesseling (1992). Os resultados
sdo comparados com os obtidos na bibliografia. S8o usados operadores de restricdo por injecdo e prolongagdo por
interpolacdo bilinear (Briggs et al., 2000). O modelo matemaético considerado neste trabalho envolve um problema
bidimensional linear de conducéo de calor, ou seja, a equacao de Laplace com condic¢des de contorno de Dirichlet.

Este artigo esta organizado da seguinte forma: na se¢do 2 é apresentada uma viséo geral do método multigrid. Na
secdo 3, é apresentado o modelo matematico e numérico. Na secdo 4 sdo descritos os experimentos numéricos e seus
resultados. E na sec¢do 5 é apresentado a conclusao do trabalho.

2. O método multigrid

Para reduzir o erro de discretizacdo, malhas muito refinadas sdo necessérias a fim de se resolver problemas de
mecénica dos fluidos e transferéncia de calor. Isso gera sistemas de equag¢des muito grandes. A resolucdo destes
problemas através de métodos numéricos requer um custo computacional demasiadamente alto e muitas vezes inviavel
devido ao grande nimero de equagdes a serem resolvidas em cada passo iterativo. Uma opc¢do para melhorar a taxa de
convergéncia destes problemas é o método multigrid (Briggs et al., 2000), que acelera consideravelmente a resolucdo
dos sistemas lineares envolvidos no problema. Métodos multigrid sdo métodos iterativos para a solugdo de sistemas
lineares, sendo, portanto, fortemente dependentes da estimativa inicial atribuida as incégnitas do problema.

Uma técnica eficiente usada para aliviar as fortes oscilagGes do residuo da Eqg. (3) em cada malha, definido por:

R = f-AV, 4)

¢ suavizar as oscilagbes por um método de relaxacdo (método iterativo). Neste trabalho pretende-se comparar o
desempenho dos métodos: GS, MSI e ADI.

As primeiras iteracBes deste processo, geralmente, tém rapida convergéncia, caracterizando a presenca de modos
oscilatérios de erro. Porém, ap6s algumas iteracdes o processo torna-se lento, sinalizando a predominancia de modos
suaves (Brandt, 1977). Este é exatamente 0 momento onde é recomendavel transferir o problema de relaxacdo para uma
malha mais grossa, pois 0os modos de erros suaves na malha fina tornam-se erros oscilatorios na malha grossa
(Wesseling, 1992).

Podem ser usados dois tipos de esquemas com o método multigrid (Briggs et al., 2000): o esquema de correcao
(Correction Scheme, CS) e o esquema de aproximacdo completa (Full Approximation Scheme, FAS). NO esquema CS,
a Eq. (3) é resolvida apenas na malha mais fina; nas malhas mais grossas, resolve-se a equagao do residuo. J& no caso
do esquema FAS, a Eqg. (3) é resolvida em todas as malhas. O esquema CS é geralmente utilizado em problemas
lineares e o esquema FAS em problemas nao-lineares.

A taxa de convergéncia ideal (teérica) do multigrid é independente do tamanho da malha, isto €, independe do
nimero de pontos da malha (Hirsch, 1988; Ferziger e Peric, 1999). Ndo é muito efetivo usar somente dois niveis de
malha (Roache, 1998); para obter um bom desempenho do multigrid, diversos niveis de malhas devem ser usados
(Tannehill et al., 1997). Pinto et al. (2005a e 2005b) recomendam usar todos 0s niveis.
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Os operadores de transferéncia da malha fina para a malha grossa sdo chamados de operadores de restricdo e sdo
denotados genericamente por Iﬁ?“ = q?“ . Onde ¢ , no caso do esquema CS, assume 0 residuo R dado pela Eq. (4) e
no caso do esquema FAS assume a solugio aproximada do problema além do residuo R . Neste trabalho faz-se uso do

operador de injecdo para problemas bidimensionais que pode ser visto em Briggs et al. (2000).
Os operadores de transferéncia da malha grossa para a malha fina sdo chamados de operadores de prolongacéao, ou

interpolacéo, e sdo denotados genericamente por I,ﬂ(}“ = gz;“ . Onde ¢ , no caso do esquema CS assume a aproximagao

do erro na equag&o residual, ou seja, a correcdo, e no caso do esquema FAS assume a solucdo aproximada do problema,
além da correcdo. Neste trabalho faz-se uso do operador de interpolacdo bilinear que também pode ser visto em Briggs
et al. (2000).

3. Modelos matematico e numérico

O problema linear de condugdo de calor bidimensional (equacdo de Laplace) com condi¢Bes de contorno de
Dirichlet, em coordenadas cartesianas, considerado neste trabalho é (Maliska, 2004):

8212-+62-2r = 0, O<x,y<l
x: oy : ®)
T(x1)=sen(z.x), T(x,0)=T(0,y)=T({y)=0

onde T é a incAgnita e representa a temperatura. A solucdo analitica do problema é

senh(z.y)

T(x,y) = sen(z.x) en(s)

(6)

A discretizagdo do dominio é feita com malhas uniformes cujos pontos sdo dados pela Eq. (2). Para cada um dos
(NX - 2) X (Ny - 2) pontos interiores da malha, a Eq. (5) € discretizada com o método de diferencas finitas com

diferenca central (CDS) (Tannehill et al.,1997), resultando em

Vi, —2vi,j tVig; Vi —2vi,j +V

i,j+1 - -
= 0, 2<i<N,-1 2<j<N -1
h hy =N (7)

Vin, = sen(;z.xiny ) Vi, =V, =V, ;=0
onde v, ; € uma aproximagdo (solugdo numérica) para a solugdo exata T(xi VY )
Rearranjando os termos da Eq. (7), obtém-se

Ve = aVy +a\Vs +a,Vy +aVe +by, (8)

onde os coeficientes sio dados por a, =2/h? +2/h, a, =1/h}, a,=1/h?, a,=1/h}, a,=1/h} e b, =0.
Se V e f sao denotados por V =(v,...,vy)' e f=(f,..., fy)", respectivamente, onde f & o vetor independente
formado pelos termos bp , entdo o sistema da Eq. (7), pode ser representado por um sistema de equacdes algébricas do

tipo dado pela Eq. (3), onde A é uma matriz pentadiagonal N por N, simétrica e definida positiva (Briggs et al., 2000;
Burden e Faires, 1997).
A Eq. (3) é resolvida com o método multigrid fazendo-se uso dos dois esquemas (CS e FAS) citados na secao

anterior. Neste caso, os sistemas de equacdes do tipo da Eg. (3), onde f agora representa o termo fonte (residuo ou

solucdo aproximada) a cada nivel de malha, sdo resolvidos com os solvers GS, MSI e ADI. Resolve-se também o
problema, apenas na malha mais fina, com os métodos singlegrid: GS, MSI, ADI e Eliminagdo de Gauss (Elim.Gauss).
O numero de iteragdes internas (ITI) do método multigrid € o nimero de iteragcdes do solver (método numérico) a fim
de suavizar os componentes do erro.
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4, Resultados

Os algoritmos foram implementados na linguagem FORTRAN 95 com o uso do aplicativo Compaq Visual Fortran
6.6 usando-se precisdo dupla. As simula¢des foram realizadas hum microcomputador com processador Intel Pentium 4
com 2.66 GHz e 1 GB de RAM.

Cerca de 400 simulagGes foram realizadas com as seguintes variantes: nimero de incognitas (N), ndmero de
iteracBes internas (ITI), nimero de niveis de malhas (L) e solvers (GS, MSI e ADI). Séo apresentados neste trabalho os
resultados mais representativos.

O critério de convergéncia para as iteragbes externas (ITE) (ndmero de ciclos necessarios para suavizar as
componentes de erro) é baseado na razéo entre a normal, do residuo (Ferziger e Peric, 1999) numa determinada
iteracdo e a norma do residuo da estimativa inicial. O residuo de cada no € calculado através da Eq. (4). Neste trabalho
adota-se r =2. Adota-se também £=10" e vV =(0,0,...0) para a tolerancia sobre o critério de convergéncia e a

estimativa inicial, respectivamente.

O foco deste trabalho é a minimizagdo do tempo de CPU. Entende-se por tempo de CPU, o tempo gasto para gerar
malhas, atribuir a estimativa inicial, calcular os coeficientes e resolver o sistema linear da Eq. (3). Este tempo é medido
usando-se a funcdo TIMEF da biblioteca PORTLIB do FORTRAN 95. Através de testes realizados verificou-se que a
incerteza desta funcdo é aproximadamente de +0.05s.

4.1. Esquema de correcéo (CS)
4.1.1. Iteragdes internas (ITI)

A Fig. 1a mostra a influéncia do nimero de iteracGes internas (ITI) sobre o tempo de CPU para alguns valores de N
e o solver MSI. Verificou-se que, para cada malha, em geral 0 menor tempo de CPU ocorre com o menor valor de ITI.
Aumentando-se o valor de ITI, em geral aumenta-se significativamente o tempo de CPU. Este comportamento da Fig.
1a também ocorre com os outros solvers testados: GS e ADI.

Para os trés solvers testados, a Tab. 1 mostra 0 nimero 6timo de iteragdes internas (1Tl ., ), que é o ITI que resulta
no menor tempo de CPU. Observa-se que N e o solver influenciam muito pouco o valor de ITl,,,. Para N muito
grande, 1Tl = 1 com qualquer solver. Portanto, recomenda-se utilizar ITI = 1 com o esquema CS e os solvers GS,
MSI e ADI. Este valor de 1Tl difere daquele encontrado (Pinto et al., 2005) em problemas unidimensionais lineares
(equagBes de Poisson e advecgdo-difusdo), onde ITl,, = 3 para o solver GS e 0 mesmo método multigrid.
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a) Numero de iteragdes internas (ITI) com solver MSI. b) NUmero de niveis de malhas (L) para N = 513 x 513.

Figura 1. Método multigrid (MG) com esquema CS.

Tabela 1. NGimero 6timo de iteragdes internas (1Tl ,,,, ) para o esquema CS.

N GS MSI ADI
257 x 257 2 2 1
513 x 513 1 1 1
1025 x 1025 1 1 1
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4.1.2. Niveis de malhas (L)

A Fig. 1b mostra a influéncia do nimero de niveis de malhas (L) sobre o tempo de CPU, para N = 513 x 513 nés e
0s trés solvers testados. Para esta malha, Lysimo = 9, iSto &, usando-se a razdo de engrossamento r = 2, para resolver a
malha mais fina de 513 x 513 nds, pode-se usar no maximo mais 8 malhas, que sdo: 257x257, 129x129, 65x65, 33x33,
17x17, 9x9, 5x5 e 3x3, que apresenta apenas um no interno. Verificou-se que, para cada solver, o nimero 6timo de
niveis de malha (Lgtimo), 0COrre em geral para Lstimo = Limaximo — 1, 0Nde Lgimo € 0 L que resulta no menor tempo de CPU.
Diminuindo-se o valor de L, em geral aumenta-se significativamente o tempo de CPU. Este resultado é praticamente o
mesmo encontrado (Pinto et al., 2005) em problemas unidimensionais lineares (equacfes de Poisson e adveccéo-
difusdo), onde Lgtimo = Lmaximo Para o solver GS e o mesmo método multigrid. Portanto, recomenda-se utilizar Lstime =
Lmaximo COM 0 esquema CS e os solvers GS, ADI e MSI.

4.1.3. Nimero de incégnitas (N)

A Fig. 2 mostra a influéncia do nimero de incognitas (N) sobre o tempo de CPU para os trés solvers (GS, MSI e
ADI) usados com 0 método multigrid (MG). Também sdo mostrados resultados para 0s mesmos trés solvers mas
usando-se 0 método padrdo de malha Unica, aqui chamado de singlegrid (SG). Além disso sdo apresentados resultados
para um método direto, eliminacdo de Gauss (Elim.Gauss), também baseado em malha Unica. As malhas usadas sdo:
5x5, 9x9, ... até 65x65 (Elim.Gauss) ou 513x513 (SG) ou 2049x2049 (MG) nos.

105 E I L) L) L) L) LELLIL I L) L) L) L) LELLELI I L) 4 L) L) L) LELLIL I L) L) L) L) L) E
104 _E _E
—~ 10° = -
K2 3 3
D ] .
o . ]
O . i
S 10° 4 =
o 3 =
o - 3
e ] ]
o ] —m—MG-GS ]
1 —®— MG-MSI |
10 MG-ADI ]
: —¥—SG-GS ]
. SG-MSI A
100 - —4— SG-ADI .
3 —P— SG-Gauss
I L) L) L) L) L) L) LELLIL I L) L) L) L) L)
10° 10°

Figura 2. Tempo de CPU versus ndmero de incognitas (N) com esquema CS.

Na Fig. 2 sdo mostrados apenas 0s pontos cujo tempo de CPU ndo é muito influenciado pela incerteza de sua
medicao. Verificou-se que, para malhas com N > 10*, o tempo de CPU do método multigrid com qualquer solver é
significativamente menor do que o método singlegrid iterativo, que por sua vez é significativamente menor do que o
método singlegrid direto (Elim.Gauss). Por exemplo, para a malha 65x65 nds, o tempo de CPU do SG-MSI e SG-
Elim.Gauss é de 0,84 s e 5737,22 s, respectivamente, ou seja, 0 SG-MSI é cerca de 6830 vezes mais rapido do que o
SG-Elim.Gauss. Outro exemplo, para a malha 513x513 n6s, o tempo de CPU do MG-MSI e SG-MSI ¢ de 13,3 s e 7006
s, respectivamente, ou seja, 0 MG-MSI é cerca de 527 vezes mais rdpido do que o SG-MSI. Estas diferencas ficam cada
vez maiores a medida que N aumenta, pois as inclinagdes das curvas dos solvers com MG sdo menores do que com SG.
Entre os métodos iterativos, em geral, observa-se que:
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tepy (MSI) < tepy (GS) < tepy (ADI) . 9)

Para os pontos da Fig. 2, a Tab. 2 apresenta a inclinagdo (p) das curvas, obtida por ajuste geométrico de minimos
quadrados considerando a seguinte fungéo:

teey = CN ? (10)

onde p representa a ordem do solver associado ao método empregado, e ¢ é um coeficiente que depende de cada método
e cada solver. O método multigrid ideal é aquele cujo p = 1, isto é, aquele cujo tempo de CPU cresce linearmente com o
tamanho do problema, ou com o nimero de incognitas N. Portanto, para cada método e solver, quanto mais préximo da
unidade estiver seu p, melhor é o seu desempenho. A ordem dos solvers com o multigrid é pouco afetada se o0 esquema
adotado é o CS ou o FAS. Mas a ordem é muito afetada em funcdo do método adotado, se direto ou iterativo, e se
singlegrid ou multigrid. Entre os trés solvers testados, o MSI é o mais eficiente com qualquer método empregado, isto
¢, requer o menor tempo de CPU para resolver um dado sistema com N incégnitas. E entre os métodos, 0 MSI é o mais
eficiente com o método multigrid e o esquema FAS.

Pela Tab. 2, pode-se notar que, tanto para os métodos singlegrid, quanto para os métodos multigrid com o uso do
esquema FAS, quanto mais fortemente implicito for o método, mais rapido ele é. Esta andlise sofre uma pequena
variagdo no caso dos métodos multigrid com o uso do esquema CS quando se trata dos métodos GS e ADI, mas mesmo
assim, o método mais fortemente implicito (MSI) continua sendo o mais répido.

Tabela 2. Ordem (p) dos métodos e solvers.

Solver Tipo de solver Singlegrid Esquema CS Esquema FAS
Elim.Gauss direto 4.88
GS iterativo 2.50 1.35 1.40
ADI iterativo 2.50 1.36 1.39
MSI iterativo 2.18 1.19 1.16

4.2. Esquema de aproximacdo completa (FAS)
4.2.1. Iteragdes internas (ITI)

A Fig. 3a mostra a influéncia do nimero de iteragdes internas (ITI) sobre o tempo de CPU para alguns valores de N
e o solver MSI. Verificou-se que, para cada malha, o menor tempo de CPU ocorre com 1Tl ., = 4. Diminuindo-se ou

aumentando-se o valor de ITI em relacdo ao 6timo, pode-se aumentar significativamente o tempo de CPU. Este
comportamento da Fig. 3a também ocorre com os outros solvers testados: GS e ADI. A Tab. 3 mostra 0 nimero 6timo
de iteragdes internas (1T, ) para os trés solvers testados. Observa-se que N e o solver influenciam muito pouco o

valor de ITl,,, . Como na pratica procura-se resolver problemas de grande porte, recomenda-se utilizar 1Tl = 3, 4 ou 5,
respectivamente, para os solvers GS, MSI e ADI.
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a) Numero de iteracées internas (IT1) com solver MSI. b) Numero de niveis de malhas (L) para N = 513 x 513.

Figura 3. Método multigrid (MG) com esquema FAS.
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Tabela 3. Nimero 6timo de iteragdes internas (1Tl ., ) para o esquema FAS.

6timo

N GS MSI ADI
257 x 257 4 4 5
513 x 513 3 4 5
1025 x 1025 3 4 5

Na sec¢do anterior, verificou-se que para o esquema CS, ITl,, = 1 com qualquer solver. J4 nesta se¢do, verificou-
se que para o esquema FAS, ITl;.,= 3 a 5, dependendo do solver. Portanto, o esquema utilizado (CS ou FAS)
influencia o nimero 6timo de iteragdes internas do método multigrid.

4.2.2. Niveis de malhas (L)

A Fig. 3b mostra a influéncia do nimero de niveis de malhas (L) sobre o tempo de CPU, para N =513 x 513 nds e
os trés solvers testados. Verificou-se que, para cada solver, o nimero 6timo de niveis de malha (Letimo) OCOrre na média
para Letimo = Lmaximo — 1. Diminuindo-se o valor de L, em geral aumenta-se significativamente o tempo de CPU.
Portanto, recomenda-se utilizar Lgimo = Lmaximo COM 0 esquema FAS e os solvers GS, MSI e ADI. Na secdo anterior,
verificou-se que para 0 esquema CS, Letimo = Lmaximo — 1, cOm qualquer solver. Ja nesta secdo, ocorre 0 mesmo para o
esquema FAS. Portanto o esquema utilizado (CS ou FAS) ndo tem grande influéncia sobre o nimero 6timo de niveis
para 0 método multigrid.

4.2.3. Numero de incégnitas (N)

A Fig. 4 mostra a influéncia do nimero de incognitas (N) sobre o tempo de CPU para os trés solvers (GS, MSI e
ADI) usados com o método multigrid (MG). Também sdo mostrados resultados para os mesmos trés solvers mas
usando-se 0 método singlegrid (SG) e eliminacdo de Gauss (Elim.Gauss) também baseado em malha Gnica. As malhas
usadas sdo: 5x5, 9x9, ... até 65x65 (Elim.Gauss) ou 513x513 (SG) ou 2049x2049 (MG) nos.

Na Fig. 4 sdo mostrados apenas 0s pontos cujo tempo de CPU ndo é muito influenciado pela incerteza de sua
medic&o. Verificou-se que, para malhas com N > 10 o tempo de CPU do método multigrid com qualquer solver é
significativamente menor do que o método singlegrid iterativo, que por sua vez é significativamente menor do que o
método singlegrid direto (Elim.Gauss). Por exemplo, para a malha 513x513 nos, o tempo de CPU do MG-MSI e SG-
MSI é de 3,8 s e 7006 s, respectivamente, ou seja, 0 MG-MSI € cerca de 1844 vezes mais rapido do que o SG-MSI.
Estas diferencas ficam cada vez maiores a medida que N aumenta, pois as inclinag@es das curvas dos solvers com MG
sdo menores do que com SG. Entre os métodos iterativos, em geral, para o esquema FAS também vale a Eq. (9). Para os
pontos da Fig. 4, a Tab. 2 apresenta a inclinacéo (p) das curvas, obtida por ajuste de minimos quadrados considerando a
funcdo dada na Eq. (10).

4.3. Esquema CS versus FAS

Na Fig. 5 se faz uma comparacdo entre os esquemas multigrid CS e FAS em funcdo de diversos valores de N. Pode-
se notar que o solver MSI que é o mais eficiente com qualquer esquema. Pode-se notar ainda que, o esquema FAS é
mais rapido do que o CS em qualquer N, entre 3,2 e 4,0 vezes. I1sso também ocorre para os solvers GS (entre 2,1 e 2,9
vezes) e ADI (entre 1,7 e 2,6 vezes). Por exemplo, para a malha 2049x2049 nés, o tempo de CPU do MG-MSI-FAS e
MG-MSI-CS € de 124,7 s e 494,3 s, respectivamente, ou seja, 0 MG-MSI-FAS é cerca de 4,0 vezes mais rapido do que
0 MG-MSI-CS.

Portanto, recomenda-se o uso do esquema FAS com o solver MSI para a equacdo de Laplace bidimensional. Esta
constatacdo € inédita e inesperada pois 0 esquema CS € indicado para resolver equacGes lineares, caso deste trabalho, e
0 esquema FAS, para equacfes ndo-lineares. Aqui vemos que 0 esquema CS perde a hegemonia perante 0 esquema
FAS, mesmo que para um problema linear.

Os resultados do presente trabalho diferem daqueles comentados em Brandt (1977). Ele fez andlises tetricas e
experimentais (numéricas) entre as razdes de engrossamento r = 2, 3 e 3/2 para diversos problemas, mas nao se referiu a
Eg. (5) exatamente. Brandt mostra preferéncia pelo esquema CS em relagdo ao esquema FAS no caso de problemas
lineares. Segundo Brandt, cada ciclo iterativo do esquema FAS é mais caro computacionalmente se comparado ao
esquema CS devido a transferéncia de informacdes a respeito do residuo e da solugéo para as malhas mais grossas.

Seja o problema de minimizacéo do tempo de CPU em funcéo do uso dos diferentes esquemas CS e FAS. Para este
problema, constatou-se que o esquema 6timo tem uma forte influéncia da qualidade das informacdes transferidas pela
restricdo e pela prolongacéo e, principalmente, pela transferéncia de informaces a respeito do residuo e da solucéo para
as malhas mais grossas. Para o esquema FAS, por exemplo, a estimativa inicial para as malhas mais grossas é sempre a
restricdo da solucdo suavizada da malha imediatamente mais fina, enquanto que para o esquema CS, a estimativa inicial
€ sempre a estimativa inicial nula. Ou seja, 0 esquema FAS tem sempre estimativas iniciais melhores para os problemas
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nas malhas grossas. Com isto, constatou-se no presente trabalho que o nimero de ciclos ou iteracfes do esquema FAS é
significativamente menor do que o esquema CS. Por exemplo, para a malha 2049x2049 n6s, o nimero de ciclos ou
iteracbes do MG-MSI-FAS é de apenas 3 contra 22 do MG-MSI-CS.

10° g g

—m— MG-GS : : :
s | —®—MG-MSI : : é
10" 4 MG-ADI » ............................... e ..................
—v— SG-GS
, SG-MSI
109 —<«—SG-ADI
—p— SG-Gauss

Tempo de CPU (s)

10° 10* 10° 10°

Tempo de CPU (s)

Figura 5. Tempo de CPU versus nimero de incognitas (N) para o método multigrid (MG)
com o solver MSI e os esquemas CS e FAS.
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5. Concluséo

Neste trabalho verificou-se o efeito de diversos parametros sobre o tempo de CPU necessario para resolver um
problema com o método multigrid (MG) geométrico. Os pardmetros considerados foram: nimero de nds (N), nimero de
iteracOes internas (ITI), nimero de niveis de malhas (L), solvers (GS, MSI e ADI), e esquemas de corre¢do (CS) e de
aproximacdo completa (FAS). O modelo matematico considerado é um problema bidimensional linear, governado pela
equacao de Laplace com condicdes de contorno de Dirichlet. Esta equagdo foi discretizada com o método de diferencas
finitas.

Com base nos resultados deste trabalho, verificou-se que:

1) O esquema FAS é mais rapido do que o CS.

2) Para os esquemas CS e FAS, o solver MSI é mais rapido do que o GS e o0 ADI. Portanto, mesmo com 0
método multigrid, quanto mais fortemente implicito é o solver, mais rapido ele é.

3) O esquema utilizado influencia o nimero étimo de iteragcdes internas: para o esquema CS, ITlgmo = 1 cOm
qualquer solver; e, para o esquema FAS, ITlsimo = 3 @ 5, dependendo do solver.

4) O esquema utilizado ndo tem grande influéncia sobre o nimero 6timo de niveis de malha: Lstimo & Lmaximo
para os esquemas CS e FAS com os solvers GS, MSI e ADI.

Segundo o conhecimento dos autores, estas constatacdes sdo inéditas na literatura disponivel.
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Abstract

On the necessary CPU time to solve a problem, one verifies the effect considered by: number of nodes, number of inner
iterations, number of grid levels, solvers (GS, MSI and ADI) and Correction (CS) and Full Approximation Schemes
(FAS). The considered problem involves a two-dimensional linear problem: Laplace’s equation with Dirichlet boundary
conditions. The finite difference method is used to discretizate the differential equation. The algebraic linear systems
are solved with the three solvers associated to geometric multigrid with V-cycle. Some literature results are confirmed
and some new ones are presented. The main conclusions of this work are that FAS is faster than CS and MSI solver is
faster than GS and ADI solvers for both CS and FAS schemes.

Keywords: solver, CFD, finite difference, heat transfer, numerical methods.



