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Resumo. O objetivo deste trabalho é verificar o efeito causado pela anisotropia fisica sobre o
tempo de CPU necessario para resolver trés problemas bidimensionais (2D): difusdo pura
(velocidades nulas), e advecgao-difusdo com velocidades constantes e variaveis. Utiliza-se o
método de diferencas finitas com malhas uniformes e esquemas numeéricos de primeira e
segunda ordens de acurdcia respectivamente para os termos de adveccdo e difusdo. O
sistema de equagoes algébricas é resolvido com o método MSI, associado ao método
multigrid geométrico com esquema de aproximagdo completa (FAS), prolongagdo por
interpolacgdo bilinear, restri¢do por injegdo, ciclo V e engrossamento padrdo (razdo dois).
Estuda-se a influéncia de: numero de iteracoes internas no solver; numero de malhas; e
numero de incognitas. A principal conclusdo é que a anisotropia fisica afeta pouco o
desempenho do método multigrid. Isso ocorre porque quanto maior o numero de nos da
malha, mais proximo do isotropico fica o problema. A ordem p do solver MSI com o método
multigrid, para velocidades nulas, constantes e variaveis, é respectivamente 1,07, 1,08 e 1,10.
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1. INTRODUCAO

Para métodos convencionais de solucdo de sistemas de equacdes, a taxa de convergéncia
é alta no inicio das iteragdes, passando a decair sensivelmente a medida que o processo
iterativo avanca (Briggs et al., 2000) ou com o aumento do numero de incognitas. O objetivo
do meétodo multigrid é aumentar a taxa de convergéncia de um esquema iterativo
convencional (Tannehill et al., 1997). Desta forma, o multigrid pode ser aplicado quando se
deseja obter resultados em malhas muito refinadas, que sdo necessarias quando o objetivo, por
exemplo, € minimizar os erros de discretizacdo e quando se tem problemas praticos a serem
resolvidos, como os de aerodindmica tridimensional sobre um avido completo.

De acordo com Wesseling (1992), o método multigrid consiste no uso de malhas
auxiliares mais grossas (com menor numero de nos) do que a malha na qual se quer resolver o
problema. Para transferir as informagbes da malha fina para a malha imediatamente mais
grossa (restricdo) e da malha grossa para a malha imediatamente mais fina (prolongacédo) sdo
utilizados operadores de transferéncia. A seqiéncia com que as diversas malhas séo visitadas
caracteriza um ciclo multigrid, que pode ser do tipo V, W e F, entre outros (Briggs et al.,
2000; Trottenberg et al., 2001). Os sistemas lineares em cada malha s&o resolvidos com um
método iterativo (solver) com propriedades de reduzir rapidamente 0s erros oscilatorios
(propriedades de suavizacdo). Podem ser usados dois tipos de esquemas (Briggs et al., 2000):
0 esquema de correcdo (Correction Scheme, CS) e o esquema de aproximacdo completa (Full
Approximation Scheme, FAS). De acordo com Briggs et al. (2000) e Trottenberg et al. (2001),
0 esquema CS é geralmente aplicado a problemas lineares e 0 FAS, a problemas ndo-lineares.

O método multigrid é caracterizado por suas componentes: procedimentos de suavizacao
(solvers), estratégia de engrossamento, operador de malha grossa, operadores de transferéncia
de malhas finas para malhas grossas e vice-versa e tipo de ciclo (Trottenberg et al., 2001).
Uma simples modificacdo do algoritmo pode resultar em uma reducdo significativa no tempo
de CPU (Trottenberg et al., 2001).

Um estudo do efeito de parametros sobre o tempo de CPU para a equacao de adveccgao-
difusdo unidimensional é apresentado por Pinto et al. (2005). Entre os parametros estudados
estdo: numero de iteracOes internas, nimero de malhas, razGes de engrossamento, tolerancia e
estimativa inicial. Neste trabalho, a equacdo é discretizada com o método de diferengas
finitas, o método multigrid é aplicado com formulacéo CS, ciclo V e solver Gauss-Seidel.

A resolucdo da equagdo de adveccdo-difusdo bidimensional, com o uso do método
multigrid, ja foi investigada por Rabi e de Lemos (2001). A equacdo é discretizada com o
método de volumes finitos, e 0 método multigrid é aplicado com o esquema CS, solver
Gauss-Seidel, utilizando ciclos V e W. Estes autores apresentam um estudo para diferentes
campos de velocidades (considerado nulo e com valor constante), nimero de malhas, nimero
de passos de suavizacdo em cada nivel e combinacGes distintas do algoritmo de solucgédo
iterativa.

Vaérios autores tratam da equacdo de adveccgdo-difusdo aplicando o esquema compacto de
diferengas finitas de 42 ordem, como Gupta et al. (1997), Zhang (2000), Zhang et al. (2002),
Karaa e Zhang (2002), Sun et al. (2003). No trabalho de Gupta et al. (1997) é testada a
eficiéncia do algoritmo com vérios solvers e operadores de transferéncia entre as malhas. O
algoritmo mostra uma taxa de convergéncia independente da malha e produz solu¢des com
alta acuracia.

Zhang (2000) compara os resultados obtidos para a equacdo de adveccao-difusdo com
trés esquemas de diferencas finitas (CDS, UDS e esquema compacto de diferencas finitas de
42 ordem). A equacdo de adveccdo-difusdo apresenta nimero de Reynolds, sendo que sua
magnitude determina a razdo de adveccdo para difusdo. Sdo apresentadas solucdes para



malhas de até 129x129 nods e varios nimeros de Reynolds. Verificou-se que a taxa de
convergéncia deteriora com o0 aumento do Reynolds.

Karaa e Zhang (2002) apresentam um estudo da equacdo de adveccgéo-difusdo 2D para
coeficientes (campo de velocidades) constantes e variaveis. Concluem que o método multigrid
diverge para 0s casos em que 0 numero de Reynolds € alto. O trabalho de Sun et al. (2003)
traz comparagdes entre diferencas finitas de 22 ordem e de 42 ordem. Neste trabalho, pode-se
observar que o numero de iteracdes internas para 0s dois esquemas € 0 mesmo, e o tempo de
CPU é praticamente 0 mesmo.

No presente trabalho, pretende-se avaliar o efeito da anisotropia fisica sobre o tempo de
CPU para diversos parametros do método multigrid geométrico. Para atingir este objetivo, a
equacdo de adveccao-difusdo bidimensional serd analisada em trés situagdes diferentes: (1)
guando o vetor velocidades (que esta multiplicando os termos advectivos) é considerado nulo,
resultando na equacgédo de Laplace; (2) quando este vetor assume um valor constante; e (3)
guando o vetor velocidades € totalmente varidvel. A influéncia dos seguintes parametros do
método multigrid sobre o tempo de CPU ¢ analisada: iteracBes internas (numero de iteracdes
do solver), aqui denotado por ITI, variando entre 1 e 20; nimero de malhas (niUmero de
malhas percorridas no ciclo), denotado por L, sendo que serdo testados todos os niveis de
malhas possiveis; e nimero de incognitas, denotado por N, sendo abordados problemas com
N = 5x5 até 2049x2049.

Este artigo esta organizado da seguinte forma: na secdo 2 sdo apresentados os modelos
matematico e numérico. Na secdo 3 sdo apresentados 0s experimentos numericos e seus
resultados, e na secdo 4 é apresentada a conclusao deste trabalho.

2. MODELOS MATEMATICO E NUMERICO
2.1 Definicéo do problema e sua discretizacéo

A equacdo de advecgdo-difusdo 2D, com propriedades constantes, em regime
permanente, com condic¢des de contorno de Dirichlet, pode ser representada matematicamente
da seguinte forma

oT  aT 0T 0T
U—+V—= +a

+S, O0<x,y<l1, 1
x oy Y Yy y @)

onde T € a temperatura, « € a difusividade térmica, u e v sdo as componentes do vetor
velocidade nas direcOes x ey, respectivamente, S € um termo fonte dado conforme o campo
de velocidades adotado.

Os trés problemas abordados neste trabalho, destacados na Tabela 1, sdo diferenciados
pelo valor das velocidades. Quando o campo de velocidades é nulo, u=v =0, o problema
resulta na equacéo de Laplace, ou seja, € um problema puramente difusivo. Para o campo de

velocidades considerado constante, adota-se u=\/§/2,v=1/2; neste caso, 0 vetor

velocidades forma um angulo de 30° com a direcdo horizontal x. Finalmente, tem-se 0 caso
em que o campo de velocidades é totalmente varidvel e obtido de Shih et al. (1989):

u(x,y)= 8(x4 —2x% + x2X4y3 - Zy), (2)

v(x,y)= —8(4x3 —6x% + ZXXy4 - yz). (3)



Para este ultimo caso, o campo de velocidades corresponde ao escoamento recirculante em
uma cavidade quadrada com tampa movel, ou seja, para cada ponto do dominio de calculo,
tem-se um valor diferente para a velocidade.

Tabela 1. Problemas abordados a partir da equacgéo de adveccao-difusédo

Campo de velocidades Termo fonte Solucdo Analitica Condi¢6es de Contorno
Nulo S=0 senh(zy) T(x,0)=T(0,y)=T({Ly)=0
senh(z)  T(x1)=sen(m)

T(x,y)=sen(zx)

Constante S =u?vy +uv®x T(x, y) = uvxy T(x0)=T(0.y)=0
T(Ly)=uvy, T(x1)=uvx

Variavel S =u?vy +uv®x T(xy)=uvxy T(x0)=T(0.y)=0
T(Ly)=uvy, T(x1)=uvx

A discretizacdo do dominio de célculo é feita através de malha uniforme com um nimero
de nos dado por N =N, N, ,onde N, e N, sdo os numeros de nds nas diregdes coordenadas

X €y respectivamente, incluindo os contornos. A Eq. (1) discretizada com o método de
diferencas finitas (Tannehill et al., 1997), com UDS (Upstream Differencing Scheme) nos
termos advectivos e CDS (Central Differencing Scheme) nos termos difusivos, resulta em

U(Ti,j -Tiy; J+V[Ti,j _Ti,j—lJ:a (Ti—l,j - 2T +Ti+1,j)+a (Ti,j—l - 2T, ; +Ti,j+l)+s

, 4
h h h? h? o @)

onde h € a distancia entre dois nos consecutivos na direcdo x ou y; a difusividade térmica é
constante, ou seja, «=1; e 0s campos para as velocidades u e v variam de acordo com o
problema abordado, conforme a Tabela 1. A Eq. (4) pode ser representada por um sistema de
equacdes algébricas do tipo

AT =b, (5)

onde a matriz dos coeficientes A é pentadiagonal N por N definida positiva (Briggs et al.,
2000), e b representa o termo fonte.

2.2 Método multigrid e detalhes numéricos

A Eq. (5) € resolvida com o método multigrid, esquema FAS, e ciclo V partindo da malha
mais fina. Foi utilizado o esquema FAS, pois este apresentou bons resultados para a equacéo
de Laplace bidimensional, resolvida por Pinto e Marchi (2006). S&o utilizados operadores de
restricdo por injecdo e prolongacédo por interpolacéo bilinear (Briggs et al., 2000; Trottenberg
et al., 2001). E utilizado engrossamento padrdo com razdo dois. Os sistemas de equagdes s&o
resolvidos com o solver MSI (Modified Strongly Implicit) (Schneider e Zedan, 1981).

Para resolver os trés problemas, foi implementado um programa computacional em
linguagem FORTRAN 95, com o uso do aplicativo Compaq Visual Fortran 6.6, utilizando
aritmética de precisdo dupla nos calculos. As simulacGes foram realizadas em um
microcomputador com processador Intel Core 2 Quad de 2,66 GHz, 8 GB de RAM e sistema
operacional Windows xp 32 bits.



Tem-se o valor 6timo de um parametro quando a solucdo do problema é obtida no menor
tempo de CPU para valores fixos dos demais parametros. Assim, denota-se por ITl,;.,, O
nimero 6timo de iteragdes internas no solver, e por L, 0 nimero 6timo de niveis de malha.
Cada N tera um ITl,,,, bem como um L O parametro L representa 0 nimero

maximo possivel de malhas que se pode usar para uma dada malha e com a malha mais grossa
tendo apenas um no interno. Por exemplo, se N =513x513 nds, as malhas sdo de 513x513,

257x257, 129x129, 65x65, 33x33, 17x17, 9x9, 5x5 e 3x3 nos, portanto L ..., =9-

O critério de parada utilizado para interromper o nimero de iteracfes externas (ITE), isto
€, 0 numero de vezes que o ciclo V é repetido, é baseado na média da norma I, do erro de

iteracdo, dada por

6timo * maximo

L[E, ()], =2 - (6)

onde ¢, ., é a solugdo obtida quando o problema é resolvido até que se atinja o erro de

arredondamento de maquina, ¢, € a solugdo obtida em cada iteracdo n, N é o nimero total de

nos na malha; E, € o erro na iterago n; I, denota a média da norma do erro na iteragio n; e i
denota cada né da malha. Este critério ja foi utilizado por Santiago e Marchi (2007). O
processo iterativo é interrompido quando [E, (#)], é menor ou igual a 10*2, Utilizou-se o

valor nulo como estimativa inicial da solugéo de cada problema.

O objetivo deste trabalho é minimizar o tempo de CPU, que é o tempo gasto para gerar as
malhas, atribuir a estimativa inicial, calcular os coeficientes e resolver o sistema linear dado
pela Eqg. (5). Este tempo é obtido utilizando-se a funcdo TIMEF da biblioteca Portlib do
Fortran/95. Para todas as malhas cujo tempo de simulacdo foi inferior a 10 segundos,
acrescentou-se ao programa principal um ciclo mais externo, que faz com que o numero de
simulacdes seja repetido até que o tempo de CPU seja igual ou superior a 10 segundos. O
tempo de uma simulacdo é uma média do tempo obtido em todas as simulagdes. Esse
procedimento foi adotado a fim de reduzir a incerteza da funcdo TIMEF, que é
aproximadamente +0,05s (Pinto et al., 2005).

3. RESULTADOS

Cerca de 400 simulacbes foram realizadas. Para cada problema definido na Tabela 1,
foram variados 0s seguintes parametros: numero de iteragdes internas (ITI), numero de
malhas (L) e nimero de incognitas (N).

3.1 Iteracgdes internas (ITI)

Para a obtencdo do numero 6timo de iteracdes internas, cada problema, em cada malha,
foi resolvido utilizando o nimero maximo possivel de niveis de malha, ou seja, L, -
Foram testados valores de ITI entre 1 e 10, 15 e 20. Estes valores foram escolhidos, pois
acredita-se que o valor 6timo para este parametro esteja entre 1 e 10, conforme constatado por
Pinto e Marchi (2006), Oliveira et al. (2006) e Santiago e Marchi (2007).



A Fig. 1 mostra a influéncia de ITI sobre o tempo de CPU para os trés problemas
resolvidos em quatro malhas. O valor de N néo afeta significativamente o comportamento das
curvas para o mesmo tipo de campo de velocidades. Tanto para velocidades constantes quanto
variaveis, ITI = 3. Para velocidades nulas, ITl,,, = 4. Estes mesmos resultados foram

observados para malhas mais grossas, até 65x65 nds. Deve-se notar que quando se diminui ou
aumenta o valor de ITI em relagdo a ITl,,,, aumenta o tempo de CPU. Este aumento do

tempo de CPU pode ser significativo dependendo do valor usado para ITl. Com base nestes
resultados, pode-se concluir que a anisotropia fisica exerce pouca influéncia sobre 1Tl g, -

Estes resultados concordam com os obtidos por Oliveira et al. (2006), que resolveram a
equacdo de adveccdo-difusdo 1D, com o método multigrid, ciclo V, e esquema CS. Neste
trabalho, os autores recomendam usar ITI = 4. Outros trabalhos que trazem estudos sobre esta
equacao, fixam o namero de iteracdes internas em ITI =1 ou 2.
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Figura 1 — Tempo de CPU versus ITI (nimero de iteragdes internas).

3.2 Numero de malhas (L)

Para se fazer o estudo a respeito do nimero de niveis de malha (L) foram utilizados os
valores Otimos ja obtidos para o numero de iteracdes internas, ou seja, ITI = 4 para
velocidades nulas e ITI = 3 para velocidades constantes e varidveis. Os resultados sdo
apresentados na Fig. 2 para os trés problemas e trés malhas. Verificou-se que



Lo = Lnaimo —2 €M qualquer problema e malha; portanto, a anisotropia fisica ndo afeta o
numero 6timo de malhas.

Para L < Lstimo, 0 tempo de CPU aumenta significativamente. Mas para L > Lgtimo, O
tempo de CPU é praticamente 0 mesmo, como se pode ver na Tabela 2. A maior diferenca do
tempo de CPU entre Lmaximo € O Letimo € de 4,7%. Desta forma, adota-se L =L, para os

resultados da préxima secdo, ja que a priori ndo se tem conhecimento do numero 6timo de
malhas.
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Figura 2 — Tempo de CPU versus L (numero de malhas).
Tabela 2. Niumero 6timo de malhas
V. nula V. constante V. variavel
N L. L.
maximo otmo tCPU (Lméximo ) tCPU (Lméximo ) tCPU (Lméximo )
tCPU (Létimo) tCPU (L(’)timo) tCPU (Létimo )
129x129 7 5 1,012 1,003 1,021
257x257 8 6 1,024 1,007 1,047
513x513 9 7 1,009 1,005 1,045
1025x1025 10 8 1,029 1,015 1,026
2049x2049 11 9 1,035 1,011 1,001




Os resultados aqui obtidos para o numero de malhas concordam com os obtidos por
Gupta et al. (1997) e Rabi e de Lemos (2001), que tratam da equagéo de adveccdo-difusao
bidimensional. Também estdo de acordo com os resultados obtidos por Pinto e Marchi (2006),
que apresentam um estudo sobre o ndmero de malhas para a equacdo de Laplace 2D.
Concordam também com Pinto et al. (2005) que trazem estudos para a equacao de advecgédo-
difusdo 1D. Todos recomendam usar 0 nimero maximo de malhas.

3.3 Numero de incognitas (N)

Para avaliar o efeito do nimero de incognitas sobre o tempo de CPU foram utilizados: os
valores 6timos do nimero de iteragdes internas (ITI = 4 para velocidades nulas, e ITI = 3 para
velocidades constantes e variaveis); e o nimero maximo de malhas (L., )- OS resultados

sdo mostrados na Fig. 3. Para 0 método multigrid, com o solver MSI, sdo apresentados
resultados para malhas com 5x5 a 2049x2049 nos; rétulo MG-MSI. No caso do método de
malha Unica, aqui chamado de singlegrid, também com o solver MSI, sdo apresentados
resultados para malhas com 5x5 a 513x513 nds; rétulo SG-MSI. Ainda para o método
singlegrid, mas agora com o solver Eliminacdo de Gauss, sdo apresentados resultados para
malhas com 5x5 a 65x65 nos; rétulo SG-EG.
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Figura 3 — Tempo de CPU versus N (numero de incognitas).

Para problemas com malhas mais finas (N > 10°), pode-se observar na Fig. 3 que o tempo
de CPU do método multigrid, com o solver MSI, é significantemente menor que o obtido para
o singlegrid, também com o MSI. E o tempo de CPU deste, por sua vez, € significantemente
menor que o tempo de CPU do singlegrid com Eliminacdo de Gauss. Nota-se que quanto
maior o N, mais afastadas ficam as curvas multigrid do singlegrid.



Pode-se observar na Fig. 3 que a inclinacdo das curvas do método multigrid é a mesma
para os trés problemas. O mesmo ocorre entre as curvas do singlegrid com solver MSI, bem
como para as curvas do singlegrid com Eliminacdo de Gauss. Portanto, a anisotropia fisica
causada pelos campos do vetor velocidade influencia muito pouco o tempo de CPU do
método multigrid e do singlegrid.

A Tabela 3 apresenta a inclinagdo p de cada curva da Fig. 3, obtida por ajuste geométrico
de minimos quadrados, considerando a seguinte expressao

tepy =CNP, (7)
onde p representa a ordem do solver associado ao método empregado, e ¢ € um coeficiente

relativo ao método e ao solver. Para cada método, quanto mais proximo da unidade estiver o
expoente p, melhor é o seu desempenho. O método multigrid ideal é aquele cujo p=1, ou

seja, o0 tempo de CPU cresce linearmente com o nimero de incdgnitas (N).

Tabela 3. Ordem p dos métodos

Problema SG-Eliminacdo de Gauss SG-MSI MG-MSI
Velocidades nulas 3,06 1,93 1,07
Velocidades constantes 3,06 1,93 1,08
Velocidades variaveis 3,06 1,90 1,10

De acordo com a Tabela 3, a anisotropia fisica ndo exerce muita influéncia sobre o tempo
de CPU, pois para os diferentes campos de velocidades analisados os expoentes mantiveram-
se proximos ou iguais. Pode-se observar ainda que o melhor método é o multigrid com solver
MSI, conforme esperado, pois apresentou valores de p mais préximos da unidade.

3.4 Anisotropia dos coeficientes

Para os problemas com velocidades constantes e variaveis, foram calculadas todas as
razdes possiveis entre os coeficientes da matriz A da Eqg. (5), que se originam da Eq. (4),
visando avaliar o comportamento da anisotropia nos diversos valores de N. Dentre as raz0es
calculadas, foram tomados os valores maximo e minimo para cada uma das malhas em
estudo. Por exemplo, para a malha com N=515x513, foram calculados os coeficientes para
todos os nés (AP, AW, AE, AN, AS). Na sequéncia, foram obtidas todas as razfes possiveis
entre os coeficientes (AP/AW, AP/AE, AP/AN, AP/AS, AW/AE, AW/AN, AW/AS e assim
sucessivamente). Por ultimo, foram tomados os valores maximo e minimo dentre todas as
raz0es calculadas.

Pode-se observar na Fig. 4 como as razfes entre os coeficientes se comportam para 0s
problemas em que as velocidades s&o constantes e varidveis, respectivamente, a medida que o
numero de incdégnitas (N) varia. Nota-se que tanto 0 minimo da razdo entre os coeficientes
quanto o m&ximo tendem a unidade. Para as velocidades nulas, esta razdo é constante e igual
a unidade. Este resultado ajuda a explicar o bom desempenho obtido pelo método multigrid
para o problema com velocidades totalmente variaveis. Quanto mais refinada é a malha, mais
proximo do isotrépico fica o problema pois a razdo entre os coeficientes se aproxima da
unidade.
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Figura 4 — Razé&o entre os coeficientes.

4., CONCLUSAO

Utilizando-se 0 método multigrid geometrico foram avaliados os efeitos de diversos
parametros sobre o tempo de CPU necessario para se resolver o problema de advecgéo-
difusdo bidimensional, com condic¢des de contorno de Dirichlet. A equacdo governante foi
discretizada com o método de diferengas finitas, com o uso de esquemas de primeira e
segunda ordens de acuracia. O método multigrid foi aplicado com esquema FAS, ciclo V,
engrossamento padrdo, solver MSI e estimativa inicial nula. Com o objetivo de avaliar o
efeito da anisotropia fisica apresentada por este problema, foram considerados campos com
velocidades nulas, constantes e varidveis. Foram analisados os efeitos do numero de iteraces
internas, nimero de malhas e nimero de incognitas sobre o tempo de CPU.

Com base nos resultados deste trabalho, verificou-se que:

1) A anisotropia fisica influencia pouco o numero 6timo de itera¢Ges internas (1Tl ., ). Para

velocidades nulas foi encontrado ITI
ITI(’)timo = 3

2) A anisotropia fisica ndo influencia o namero 6timo de malhas, ou seja, Lg;,, =L
Além disso, 1y, (Létimo ) ~lepy (Lméximo)'

3) A anisotropia fisica causada pelos trés tipos de campos de velocidades influencia muito
pouco o tempo de CPU do método multigrid e do singlegrid.

4) A ordem p do solver MSI com o método multigrid fica préxima da unidade. Para
velocidades nulas, constantes e variaveis tem-se respectivamente p = 1,07, 1,08 e 1,10.

5) Mesmo para velocidades constantes e varidveis, quanto maior o numero de n6s da malha,
mais proximo do isotrépico fica o problema.

= 4, e para velocidades constantes e variaveis,

6timo

2.

maximo
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