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Resumo: Considera-se o emprego de Multiextrapolagdo de Richardson (MER) para reduzir o erro de
discretizacdo (Eh) em cinco tipos de variaveis classificadas de acordo com a sua localizacdo em
malhas distintas. Desses tipos, 0 emprego de MER é abordado com sucesso na literatura apenas em
variaveis globais ou que possuem localizacdo nodal fixa em malhas distintas (primeiro tipo). Para os
demais casos, MER ndo é empregada ou é considerada como de baixo desempenho. O propoésito
deste trabalho é, entdo, o desenvolvimento de estratégias, aplicaveis a variaveis com coordenadas
mavel ou fixa, porém nado coincidente com um ponto nodal. Prop8e-se um conjunto de procedimentos
que permite reduzir Eh de variaveis para as quais MER apresenta baixo desempenho. Para isso, sdo
adotadas funcdes de interpolacdo polinomial e, em alguns casos, o emprego de técnicas de
otimizacdo. Como problemas-modelo sdo considerados: equacdo de Poisson 1D e equacbes de
Burgers 2D resolvidas, respectivamente, com o emprego dos métodos de Diferencas Finitas (MDF) e
de Volumes Finitos (MVF). Presume-se que a metodologia proposta seja valida para esquemas de
qualguer ordem de acuracia, com MDF ou MVF, podendo ser estendida para qualquer equagéo ou
numero/quantidade de dimensdes e permite reduzir consideravelmente Eh.

Palavras-chave: erro de discretizacdo, ordem de acuracia, extrapolacdo de Richardson, esquemas de
alta ordem, interpolacédo polinomial.

1 Introducéo

Um dos grandes desafios encontrados em Dindmica dos Fluidos Computacional (CFD) diz respeito
ao nivel de acuracia das solu¢bes numéricas. Embora 0s erros numéricos ndo possam ser totalmente
eliminados, eles devem ser minimizados. Dentre as fontes de erro numérico, o erro de discretizacdo (Eh)
é a mais significativa [5].

Na literatura vigente, a extrapolacdo de Richardson (ER) € bastante utilizada com o objetivo de se
minimizar Eh e aumentar a sua ordem de acuracia (P). Ao se considerar a aplicacdo de ER de forma
recursiva é possivel potencializar a sua eficacia. Esse procedimento € conhecido por Multiextrapolacdo
de Richardson (MER) [3]. Entretanto, os textos [1] e [4] relatam algumas dificuldades inerentes ao

emprego de MER, devido ao processo de refinamento de malha (Q") ; isto &, em variaveis que possuem

uma localizacdo dependente da Q" adotada.

A partir dessas dificuldades encontradas, o presente trabalho propde mecanismos que contribuem
para uma aplicacdo eficaz e abrangente de MER, ou seja, que possibilitem o emprego efetivo de MER
mesmo em variaveis que possuem localiza¢do ndo nodal.

2 Problemas-modelo

Os modelos matematicos considerados, bem como as solu¢des analiticas adotadas, para analise da
metodologia proposta sdo apresentados na Tabela 1. No primeiro caso, as solu¢fes numéricas foram
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obtidas com o emprego do MDF com P = 2 e 4, sobre o dominio Q2 =[0,1] (1D). No segundo caso,
consideram-se P = 1 e 2, com MVF, sobre Q =[0,1]x[0,1] (2D) [2].

3 Metodologia

Considerando-se a obtencéo de solugdo numérica para determinada variavel de interesse (¢ ), em G
malhas distintas Q™ Q" .. Q"

emprego de MER com m niveis de extrapolacdo é dado por [3, 4]:

v, QM geradas com razdo de refino rzhg_l/hg (9=2,..,G),0

¢g’m:¢g’m_l+w; g=2,...G;m=1...,g-1. (1)

Caso Equacdes Solucdo analitica
1) dT 1w

. _q. T(X)=—=e" +3x+2.
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Tabela 1: Defini¢do dos problemas-modelo

No presente estudo sdo considerados cinco tipos de ¢, classificadas de acordo com a sua
localizagdo em malhas distintas. O Tipo | consiste de ¢ local cuja localizagdo coordenada (a,) €

mantida em todas as Q" consideradas e coincide com um ponto nodal (Figura 1, I), ou é caracterizada
por uma ¢ global. O Tipo Il contempla ¢ local situada no ponto médio entre pontos nodais de QM ,ou

seja, sua coordenada coincide com a média aritmética das coordenadas dos pontos nodais vizinhos
(Figura 1, I1). O Tipo Il é constituido por ¢ local cuja localizacdo ndo € dada por um ponto nodal da

malha, nem coincide com o ponto médio entre nds vizinhos; entretanto, possui uma localiza¢do fixa
(Figura 1, II). O Tipo IV é determinado por ¢ local cujo valor é conhecido previamente, nesse caso

busca-se identificar a sua localizacdo (Figura 1, 1V). O tipo V é dado por ¢ local cuja localizagéo é

desconhecida previamente, ou seja, ¢ uma varidvel que pode apresentar mudanga de coordenada em
malhas distintas (Figura 1, V).
Com relacéo ao emprego de MER sobre essas ¢ estabelecidas: para o Tipo | obtém-se ¢ em cada

malha e emprega-se MER diretamente com a Eq. (1); para o Tipo Il emprega-se interpolacéo linear
(1D) ou bilinear (2D) para obtencdo de ¢, e em seguida considera-se a Eq. (1); para o Tipo Il

emprega-se interpolacdo polinomial 1D ou 2D, com o grau maximo possivel, para obtengdo de ¢ em

cada malha e, entdo, considera-se a Eq. (1); para o Tipo IV emprega-se interpolacdo polinomial, com
grau maximo possivel, e resolve-se a equagdo polinomial obtida considerando-se a igualdade entre o
polinémio obtido e o valor estabelecido a priori, para obtencdo de ¢ em cada malha e, entdo,

considera-se a Eq. (1); para o tipo V, emprega-se interpolacdo polinomial com o grau méaximo possivel
e, busca-se o seu ponto 6timo (maximo ou minimo) para a determinagdo de ¢ em cada malha, e ao final
considera-se a Eq. (1).
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Figura 1: Tipos de variaveis

4 Resultados e Conclusao

Nos casos 1 e 2, analisou-se a metodologia proposta sobre diversas variaveis dos tipos | a V.
Entretanto, devido a limitacdo de espaco sao apresentados nesta secdo apenas dois tipos.

No caso 1 considera-se a Figura 2 (a) para representacdo dos resultados obtidos, em que: Eh,
T(1/2), representa o Eh associado ao calculo da temperatura em um ponto nodal especifico (x = 1/2), e
Em, T(1/2) o resultado obtido com MER sobre essa variavel (Tipo I); Em, Tmax representa o resultado
obtido com MER para o Eh associado ao calculo da temperatura maxima, com localizacdo
indeterminada previamente (Tipo V), e Em, Xmax o resultado obtido para sua localizagdo coordenada;
por sua vez, Epm, Tmax representa 0 Eh para a temperatura maxima, mediante 0 emprego da
metodologia proposta, e Epm, Xmax o resultado obtido para a sua localizagdo coordenada. Nesse caso,
para obtencdo de Epm adotou-se: primeiramente, a interpolacdo polinomial de grau 10; em seguida
considerou-se a busca do seu ponto de maximo pelo método iterativo de Newton; e, ao final,
considerou-se o emprego da Eq. (1).

Na Figura 2 (a) é possivel comparar o desempenho de MER em T(1/2) (Tipo 1), em Tmax e em
Xmax (Tipo V). Observa-se que MER ndo ¢é eficiente sobre a reducdo de Eh em Tmax e em sua
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coordenada. Nesse sentido, a metodologia proposta (Epm) contribui para a superagao dessa dificuldade,
isto é, permite reduzir significativamente o Eh associado.

No caso 2, considera-se a representagdo dos resultados através da Figura 2 (b), para o erro
numérico associado ao valor minimo de u sobre o eixo x = 1/2 (Tipo V). Nesse caso a coordenada da

varidvel de interesse depende da Q" adotada. Considera-se, entdo, a sua obten¢do com interpolacéo
polinomial de graus 2, 4 e 10. Em seguida, localiza-se o ponto de méaximo de cada um dos polinémios
(método de Newton) e, sobre esses resultados, emprega-se a Eq. (1) (obtém-se Epm). Na Figura 2 (b) é
possivel perceber que os melhores resultados para Epm foram alcancados com MER aliada ao
polindbmio de grau 10. Dessa forma, o valor para a ordem de acuracia dos resultados numéricos é
P~11.

De acordo com os resultados obtidos conclui-se que, para se empregar MER deve-se
primeiramente enquadrar a variavel de interesse em um dos cinco tipos estabelecidos, e a partir disso
identifica-se o procedimento adequado. A metodologia proposta permite reduzir Eh inclusive nos casos
em gue a MER é considerada ineficiente. Tal procedimento, caracterizado por um pés-processamento,
apresenta baixissimo custo computacional e, em principio, é valido para MDF e MVF com
aproximac0es de qualquer ordem de acuracia.
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Figura 2: (a) Eh, Em e Epm do caso 1; (b) Eh e Epm do caso 2
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