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Resumo: Acurdcia e previsdes confiaveis em mecdnica dos fluidos sdo os objetivos principais
em CFD. O objetivo final de interesse cientifico é a validacdo de um modelo e para isso a
verificagdo se faz necessaria. Duas etapas da verificacdo sdo: a verificagdo do codigo e a
verificagdo da solu¢do. Em vista disso, este trabalho apresenta a solu¢do da equagdo de
Fourier 2D, com termo fonte e erro de truncamento combinando o método das solugoes
fabricadas (MSF) com a verifica¢do da ordem de acuracia a priori e a posteriori. A estimativa
a priori da ordem de acurdcia é realizada por meio da dedugdo da ordem formal baseada na
serie de Taylor. Tal abordagem é utilizada com o objetivo de verificar efetivamente a ordem de
acurdcia das solugoes numéricas calculada a posteriori pela utilizagdo de técnicas hibridas. A
estimativa a posteriori é realizada com base na estimativa do erro de discretizagdo obtida por
meio de Multiextrapolagoes de Richardson (MER). As solugdes sdo obtidas com o emprego dos
Métodos de Diferengas Finitas (MDF) e multigrid. Os resultados obtidos indicam que: i) o fator
de mistura ndo altera a eficacia de MER; ii) a ordem de acuracia obtida a posteriori por meio
de MER corrobora a ordem formal obtida a priori; iii) MER prové subsidios para os casos em
que ndo se consegue estimar a priori ou a posteriori as ordens do erro numérico. Topicos
adicionais incluem a deducdo das ordens verdadeiras do esquema numérico, andlise da ordem
aparente, efeito de parametro numérico em esquema hibrido e equagdo parabolica com termo
fonte.
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1 Introducao

A necessidade de predizer com acuracia resultados numéricos que representem o
comportamento de fluidos em movimento ¢ de grande importancia em CFD (Computational
Fluid Dynamics). Avangos t€m sido observados em estudos e analises no desenvolvimento de
sistemas complexos com dificil afericdo de solugdes analiticas e/ou numéricas com base em
subsidios fornecidos nesta area.

Apesar disso, controvérsias existentes na literatura a respeito de esquemas mistos devem ser
esclarecidas como, por exemplo, que a ordem assintdtica de um esquema hibrido (ou misto) ¢é
variavel [1]. Em [8] sugere-se usar a menor ordem entre dois esquemas puros. Ha relatos que,
mesmo em problemas unidimensionais, o erro se reduz de forma ndo-monotonica quando se usa
pelo menos dois esquemas com ordens assintoticas diferentes [9].

E comum encontrar em trabalhos cientificos de diversas areas, especificamente em CFD,
varias combinagdes de métodos de solucdo. O interesse em esquemas hibridos estd em
determinar um modelo numérico apropriado de forma a atender altos niveis de acuracia. Nesse
sentido, a verificagdo da ordem de acuracia da solu¢do numérica versus ordem de acuracia



formal da técnica numérica tem como objetivo identificar em que medida um modelo numérico
¢ resolvido adequadamente. Para tanto, dois métodos sdo abordados: estimativa de erro a priori
e estimativa de erro a posteriori [6].

A estimativa a priori da ordem de acuracia ¢ realizada por meio da dedugdo da ordem
formal baseada na série de Taylor. Tal abordagem ¢ utilizada com o objetivo de verificar
efetivamente a ordem de acuracia das solugdes numéricas calculada a posteriori pela utilizacao
de técnicas hibridas.

Para estimar, a posteriori, a magnitude da ordem do erro de discretizagdo bem como a
influéncia do pardmetro numérico de esquemas hibridos emprega-se o método de extrapolacao
de Richardson (ER) [7] de forma recursiva. Esse procedimento ¢ conhecido por
Multiextrapolagdo de Richardson (MER) (ou Repeated Richardson Extrapolation - RRE) [5].
ER também ¢ bastante utilizada para reduzir o erro de discretizacdo e aumentar a ordem de
acuracia, pois cada aplicagdo representa um nivel de extrapolagdo, a sua eficacia pode ser
potencializada.

O objetivo final de interesse cientifico ¢ a validagdo de um modelo e para isso a verificacdo
se faz necessaria [6,10]. Duas etapas da verificacdo sdo a verificagdo do codigo e a verificacdo
da solugdo. A verificacdo do codigo examina se o algoritmo foi corretamente implementado
[3,10], e para isso MSF ¢ recomendado. A verificagdo da solucdo é usada para estimar os erros
numéricos que ocorrem na simulagdo numérica [6]. O uso de ER, nesse caso, ¢ indicado.

Com isso, os objetivos deste trabalho sdo (1) analise da ordem de acuracia da solugdo
numérica versus ordem de acuracia formal da técnica numérica; (2) verificagdo do efeito do
pardmetro numérico na solugdo e no erro numérico; (3) verificagdo da solugdo com o emprego
de MER.

2 Conceitos e métodos

O erro da solucdo numérica, ou simplesmente erro numérico (E), ¢ a diferenca entre a
solugdo analitica exata (@) de uma variavel de interesse e sua solu¢do numérica (@) [4], ou seja,

E(¢)=P— ¢ e

O erro numérico é causado basicamente por quatro fontes, que sdo: erros de iteragdo, erros
de truncamento, erros de arredondamento e erros de programagao [4]. Quando as demais fontes
sd0 minimizadas ou inexistentes, o erro de truncamento passa a ser denominado erro de
discretizagdo (Eh). Similarmente a forma geral do erro de truncamento, E4 € dado por

Eh = c;hPL 4+ c,hP2 + c3hP3 + - para h — 0 2

onde o menor expoente de 4 na expressdo de Eh na Eq. (2), p;, chamamos ordem assintotica
ou de acuracia de Fh. A ordem assintotica (p;) e os expoentes dos termos ndo nulos na equagao
do erro de truncamento (p,,ps,..) sdo denominadas ordens verdadeiras (py). O conjunto
representado por py e seus elementos sao nimeros reais e seguem a relacdo: 1 < p; <p, <
p3 < ---Todas as ordens verdadeiras sdo valores conhecidos. Os coeficientes reais ¢y, €, C3, ...
independem de % e podem ser positivos ou negativos e podem ser funcdo da varidvel dependente
e de suas derivadas. Tanto os coeficientes ¢; como as ordens verdadeiras dependem das
aproximacgdes numéricas aplicadas.

A ideia basica de ER exige a solu¢@o numérica da variavel de interesse em duas malhas com
diferentes nimeros de nos. Por exemplo, com base nas Egs. (1) e (2), consideram-se as solugdes
aproximadas ¢ (h) e ¢ (rh) representadas por

@ — ¢p(h) = c,hPL + O(hP?) 3)
® — p(rh) = ¢, (rh)PL + O(hP2) “)

Subtraindo a Eq. (4) da Eq. (3), obtém-se a expressao para o erro de truncamento:
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Assim, substituindo a Eq. (5) na Eq. (3) chega-se a

@ =¢(h) +

k) — Pirh) _d)irh) + O(hP?) (6)

rpPL

A aplicagdo repetida da Eq. (6) ¢ denominada por Multiextrapola¢do de Richardson (MER)
[5] em que a primeira aplicagdo ¢ considerada o primeiro nivel de extrapolagdo, chegando-se a
p;.. Com a aplicagdo sucessiva desse processo, definem-se os valores sequenciais das ordens por
Pm, cada nivel de malha por g e m o nimero de aplicagdes de ER pode-se reescrever a Eq. (6)
como

¢g,m _ ¢g,m—1 4 ¢g,m—1 - (pg—l,m—l (7)

rPm-1 — 1

emque g =2,..,G,7= hy_1/hgem=1,..,g — 1, e ¢y representa ¢» sem o emprego de
ER. Teoricamente, quanto maior o valor de m, mais préximo ¢, , estard de ®. O valor
maximo de m permitido ¢ m = 1,...,M onde M = g — 1. A acuracia de ¢,; pode ser analisada
com base nos conceitos de ordem efetiva (pg) e ordem aparente (py ), isto é,

lo [CD - ¢g—1,m—1] lo ¢g—1,m—1 - ¢g—2,m—2]
_ g ® — ¢g,m e _ g ¢g,m - ¢g—1,m—1 (8)
PEgm log(r) Pugm log(r)

assumindo-se g = 2, ...,GparapEgm , g =3, ...,Gparapugm em=1,...M.

3 Modelo Matematico

A equacdo do calor bidimensional transiente (equacdo de Fourier) com termo fonte é dada
por [2]
oT <62T 9T

o _ (2t o 9
ac ¢ ax2+ay2>+5(x’y’t) ©)

onde a ¢ a difusividade térmica e S(x,y, t) € o termo fonte. A Eq. (9) fornece a distribuigdo da
temperatura 7 em dominio retangular, isto é, com (x,y) € 2 = (0,1) x (0,1), t € ]O, tf], t
indica o tempo final e com condi¢des de contorno de Dirichlet e iniciais dados por

T@,y,t)=T(L,y,t) =T(x,0,t) =T(x,L,t) =0

(10)
X T
T(x,y,0) = sen (T) sen (Ty) (11)
e termo fonte dado por
_ 2 T[_x T[_y -2t
S,y t) =7 Sen(L)sen(L)e (12)

Considerando L = 1 m e difusividade térmica @ = 1 m? /s, o termo fonte e as condi¢des de
contorno foram ajustados por meio do MSF [3] de forma a possibilitar a obtengdo da solucao
analitica dada por

T(x,y,t) = sen(nx)sen(ny)e‘”zt (13)



4 Modelo Numérico

O modelo numérico ¢ caracterizado pelo uso do MDF com malhas uniformes. Com o intuito
de verificar as ordens verdadeiras da solugdo numérica, a priori e a posteriori, o esquema 6 ¢é
aplicado, fornecendo assim, a possibilidade de uma analise do comportamento da solucdo e de
seu erro por meio da variagdo de seu valor. O esquema 6 associa o pardmetro de mistura (6) aos
esquemas explicito (8 = 0), totalmente implicito (6 = 1) e Crank-Nicolson (9 = %) [11].

A discretizagdo da equagdo do calor transiente com termo fonte (equagdo de Fourier) ¢é
pouco discutida na literatura. Em [11], por exemplo, a unica referéncia, se faz ao aplicar o
método de Crank-Nicolson em que considera o calculo da média do termo fonte em niveis de
tempo subsequentes. O calculo do termo fonte pode levar a interpretagdes equivocadas tanto no
tratamento tedrico como no tratamento numérico € computacional comprometendo uma analise
futura. Nesse sentido, deve-se considerar a expressao

Sx,y,t) =60S;jke1 + (1 —0)S;jk (14)

A discretizacdo da equagdo do calor bidimensional com termo fonte com erro de
truncamento € dada por

T8~ T — Tl — 5 = —k [2Tft — 9Tl + T, + 51)] + i E 4 7 B
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k [ - —( 2x2tt 2y2t + Sk ] —k [ﬂ (T2x3t + T2yse + 53 )]

hi hi
vi x vi "ty 4
T6x 360 T6y 360 k [120 T5t 24 ( 2x4t 2y4t + S4t)]

1 0 i i h$
_kS [ 171 Vit Tlill S ] Ulll Tvlll Y _
720 U 120 2xst T Toyse + 5f) + Tox 20160+ 8Y 20160
khZ kh? k2hZ2 k2h2 k3n2 k3hZ
T‘D ~otx T‘U Yy T o X T vii x vii
9( 4xt 1o + 4yt 1o + 4x2t 54 y2t 24 4x3t -5 4y3t 4o +
khy kh3 k?hi k2h} k
vii X vii y viii x viii y ii
Toxt 3¢ 360 + Toyt 55 360 + Toxzt =50 720 + Tey2e 720 + th_ + th + Tt ) + (15)

onde a notagdo Ty, por exemplo, indica que a fungéo ¢é derivada duas vezes, uma vez na diregdo
x e outra na diregdo 7. Os pardmetros hy e h,, referem-se ao espagamento da malha na dire¢ao x
e y, respectivamente e k se refere ao passo no tempo.

Com base na Eq. (15), da mesma forma como no caso unidimensional, pode-se concluir que
o erro de truncamento, independente de 6, tem ordem de acuracia O(h,zc + hjz, + k). Porém,
verificando atentamente, nota-se que a primeira parcela do lado direito da igualdade é cancelada

1 1 L e

quando 6 = . Portanto, quando 8 = = a ordem de acurécia (ou assintotica) é O(h,zc + hf, + kz),
2 2

como esperado.

5 Resultados e Conclusao

As ordens de acurécia obtidas a posteriori com MER trazem grandes vantagens em relagdo
a perspectiva do comportamento da solu¢cdo numérica de um problema fisico em estudo. Estas
podem indicar efetivamente as ordens do erro, uma vez que as ordens de erro a priori devem ser
confirmadas pelas ordens obtidas a posteriori. Esta ideia pode ser ampliada para a verificacdo
da solugdo dos casos em que ndo ha conclusdes significativas na estimativa a priori ou a
solugdo analitica é desconhecida.



A metodologia proposta foi aplicada a diversas variaveis de interesse, a saber, a temperatura
no centro do dominio (T.), a temperatura média (T;,,), a taxa de transferéncia de calor ao leste
(ge) eamédia danorma l,.

Resultados a priori e a posteriori sdo apresentados para a variavel T, = T(%, %) na Tabela 1.
Como observado na Eq. (15) ndo se consegue identificar uma sequéncia, a priori, para as ordens
verdadeiras, pode-se concluir somente o valor da ordem assintética.

Ordens verdadeiras
a posteriori

Ordens verdadeiras
a priori

Variavel de
interesse

=1 =p, =1234,..
0= =py=2 !

=2 =p =2468,.

Te

py paraV = 2,3,4, ... ndo identificado

Tabela 1 Ordens verdadeiras obtidas a priori € a posteriori das aproximagoes
para a equacao de Fourier 2D e para a variavel T,.

Os resultados obtidos a posteriori podem ser verificados na Figura 1 os quais apresentam as
trés primeiras ordens verdadeiras obtidas com o emprego de MER para a variavel T, = T(%, %)
quando § =1ef = 2.

O método de Crank-Nicolson é comumente empregado em diversas aplicagdes, confiando
seu resultado somente ao conhecimento tedrico da ordem assintdtica. Verificou-se que a
principio s6 a ordem assintdtica pode ser corroborada a priori, as outras ordens verdadeiras
ainda ndo se pode afirmar corretamente a sua prioridade devido a aproximacdo de derivadas
mistas envolvendo espago e tempo. Com o emprego de MER o resultado de sua aplicagdo pode
ser comprovado e, além disso, verificado seu comportamento com a reducdo sistematica da
malha. Isto evita, por exemplo, custo computacional desnecessario.

4 T T T 7 T T T
Tc Te
—a— pE(Th) Y —a— pE(Th)
—e—pU(Th) 1 —e—pU(Th)
—A— pE(Ti_pV) —A— pE(Ti_pU)
“ —v—pU(Ti_pV) || —v—pU(Ti pU)
NN —<4— pE(Tbi_pU) —<— pE(Tbi_pU)
h e —»— pU(Tbi_pU) —»— pU(Tbi_pU)

Ordens Efetiva e Aparente
Ordens Efetica e Aparente

@8=1 (b)6 =2

Figura 1: Ordens verdadeiras — efetiva e aparente da variavel T,

A Figura 2 mostra o modulo do erro de discretizagdo com MER (Eml) e sem MER (Eh)

para a variavel T.. Considerando as ordens de magnitude dos erros, pode-se perceber que em

geral, para h - 0, Eh (9 = %) <Eh(6=1) ¢ Eml (9 = %) <Em1(6 =1), como era

esperado. Conclui-se, portanto, que a eficiéncia de MER ndo é afetada pelo parametro 6
utilizado.

Com a aplicagdo de MER a verificacdo do valor correto da ordem assintdtica e de ordens
verdadeiras do erro de discretizacdo contribui para melhorar a qualidade (acuracia e
confiabilidade) das solu¢des e das estimativas do erro de discretizagdo proporcionando a
utilizagdo adequada de esquemas hibridos e pardmetros numéricos em CFD.
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Figura 2: Moédulo do erro de discretizagdo com MER (Eml) e
sem MER (Eh) para a variavel T,
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