e

V)

W\

CH_AMCE 22017

F\omanopoh; - Santa Catarina - Brazil

ANALISE DE PARAMETROS DO METODO DO GRADIENTE CONJUGADO PRE-
CONDICIONADO COM MUTIGRID PARA A EQUACAO DE POISSON
BIDIMENSIONAL

Marcio A. M. de Anunciac¢io
marcioalexandro@ufpr.br

Universidade Federal do Parand (UFPR) — Programa de P6s-Graduagdo em Métodos Numéricos
em Engenharia (PPGMNE)

Av. Cel. Francisco Heraclito dos Santos, 210, Centro Politécnico, 81531-980, Curitiba-PR,
Brasil.

Marcio A. V. Pinto

marcio_villela@ufpr.br

Universidade Federal do Parana — Departamento de Engenharia Mecanica
Centro Politécnico, 81531-980, Curitiba-PR, Brasil.

Reverton L. A. Neundorf

revertonluis@gmail.com

Universidade Federal do Parand — Programa de Po6s-Graduagdo em Métodos Numéricos em
Engenharia.

Centro Politécnico, 81531-980, Curitiba-PR, Brasil.

Resumo. Neste trabalho foi resolvido numericamente o problema de condugdo de calor linear
bidimensional, governado pela equagado de Poisson, com condigoes de contorno de Dirichlet. O
modelo matemdatico foi discretizado pelo método de diferengas finitas (MDF), dando origem a
um sistema de equagoes algébricas lineares esparso, resolvido com o emprego de métodos
iterativos, cuja convergéncia foi acelerada com o emprego do método Multigrid (MG). Sua
filosofia estd baseada no emprego de varias malhas com diferentes graus de refinamento, as
quais sdo percorridas durante o processo iterativo. Outros métodos para resolu¢do de sistemas
de equacgoes tém por finalidade a minimiza¢do da norma do erro, sendo chamados de métodos
de descida, ou descedentes. O método dos Gradientes Conjugados (GC) é um método iterativo
desta classe e de uma classe mais ampla de métodos conhecida como métodos dos subespagos
de Krylov. Outra maneira de tornar um método iterativo mais rapido, consiste em modificar a
matriz dos coeficientes do sistema de equagoes, melhorando seu numero de condicionamento.
Tal procedimento é chamado de pré-condicionamento de matrizes. Desta forma, neste trabalho,

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.
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o problema modelo foi resolvido empregando-se o método MG, com os solvers Gauss-Seidel e
Decomposi¢cao LU incompleta (ILU), e o método GCP com os seguintes pré-condionadores: MG
com os solvers Gauss-Seidel (GCP-MG-GS) e ILU (GCP-MG-ILU). O objetivo deste trabalho
foi comparar os resultados do MG e do GCP-MG para os seguintes parametros: numero de
ciclos e fator de convergéncia.

Palavras-chave: Multigrid, Gradiente conjugado pré-condicionado, Aceleracdo de
convergéncia.

INTRODUCAO

No processo de discretizacdo de um modelo matematico em problemas de Dinamica dos
Fluidos Computacional ¢ comum a obten¢ao de sistemas de equagdes algébricas do tipo Au = f,
onde 4 ¢ a matriz dos coeficientes, f ¢ o vetor dos termos independentes ¢ u ¢ o vetor das
incognitas. A solugdo desses sistemas, em geral, € obtida com o emprego de métodos iterativos,
que embora mais rapidos que os métodos diretos, geralmente apresentam convergéncia lenta para
problemas de grande porte.

Os métodos iterativos classicos, como Método de Jabobi ou 0 Método de Gauss-Seidel (GS)
(Burden e Faires, 2007) produzem uma sequéncia de vetores a partir de uma aproximagao inicial.
Sob certas condicdes, esta sequéncia converge para a solucdo exata, caso ela exista. Ja outros
métodos tém por finalidade a minimizag¢do da norma do erro, sendo chamados de métodos de
descida ou descedentes (Saad, 2003). Um exemplo ¢ o método dos Gradientes Conjugados (GC)
que ¢ um método iterativo da classe dos Métodos de Subespagos de Krylov (MSK).

Nas ultimas décadas, uma alternativa que se tem mostrado muito eficiente na aceleracdo de
processos iterativos ¢ o método Multigrid (MG) (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001;
Hackbush, 1985). Sua filosofia estd baseada no emprego de varias malhas com diferentes graus
de refinamento, as quais sao percorridas durante o processo iterativo.

Outra maneira de tornar um método iterativo mais rapido consiste em modificar a matriz dos
coeficientes do sistema de equagdes, melhorando seu numero de condicionamento. Tal
procedimento ¢ chamado de pré-condicionamento de matrizes (Saad, 2003).

Desta forma, neste artigo, pretende-se mesclar essas técnicas a fim de analisar o
comportamento de alguns pardmetros computacionais que medem a velocidade de convergéncia
dos métodos e normas envolvendo o erro numérico e o residuo das solugdes numéricas.

1  METODOS NUMERICOS

1.1 Método de Gauss-Seidel (GS)

A discretizagdo das equagdes diferenciais parciais a serem resolvidas faz surgir o seguinte
sistema de equagdes algébricas:

Au=f, (D
ondeue feR".

Seja a matriz 4 dividida na forma
A=P-N, )
send P, nao-singular, denominada matriz de pré-condicionamento ou pré-condicionador.

Para solucdo da Eq. (1), tem-se o seguinte método que ¢ chamado de método iterativo basico:
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Pu*™ = Nu"® + £, (3)
onde o sobrescrito de u € a representacdo das iteragdes.

Considera-se o método no seguinte modo:
u*D =B+ P f 4)

onde B=P'N, N=P- A, e B é amatriz de iteracio do método dado pela Eq. (4).

Se as entradas diagonais de 4 sdo diferentes de zero, pode-se isolar em cada equagdo o
correspondente valor desconhecido, obtendo-se o sistema linear equivalente

ui:L fi—Zaijuj , izl,...,l’l. (5)
a; J=1 '

J#EL

No método de GS uma vez que uma estimativa inicial #© ¢ escolhida, u** ! ¢ calculado
por:

1 n n

(k+1) _ (k+1) (k) .

" =— f[—ZaUu_/ - z au;’ |, i=lL.,n, (6)
;i j=1 J=141

ou seja, no passo k + 1, os valores disponiveis de u*") estio sendo usados para atualizar a

solucdo. Este método equivale a realizar a seguinte divisao para 4: P =D — E, N = F, e a matriz

de iteragdo associada ¢é

Bos=(D—E)'F. (7)
1.2 Decomposicio LU incompleta (ILU)

A decomposi¢do LU incompleta (ILU) consiste em decompor uma matriz 4 de forma
incompleta, como o nome sugere. Tal decomposi¢do ¢ da forma 4 = LU + R, onde L e U té€m,
respectivamente, a estrutura das partes inferior e superior de 4 e R representa o residuo ou erro
da decomposigdo. Sobre a matriz R, impdem-se condigdes como ter termos nulos em posicoes
determinadas a fim de se manter certas caracteristicas da matriz original A.

Um algoritmo geral para ILU, pode ser obtido aplicando-se Eliminagdo Gaussiana (Saad,
2003) e dispondo-se alguns elementos em posi¢des pré-determinadas. Para isso determina-se um
conjunto de pontos P {(i, j ) |i# j,com1<i,j< n} onde os elementos da matriz serdo nulos.
Neste caso podemos ter diversas variagdes da decomposi¢cao ILU, como por exemplo: ILU(0),
onde a estrutura da decomposicdo LU ¢ idéntica a estrutura da matriz A, ou seja, ndo permite
preenchimetnos extras; ILU(1), onde € permitido o preenchimento de uma diagonal adicional em
cada fator LU, etc. Neste artigo, optou-se por ILU(1), que chamaremos ILU 7 pontos (dado que
o esténcial do problema ¢ de 5 pontos).

Assim, dada a decomposicao LU incompleta, resolve-se Au = f em um processo iterativo
composto por duas etapas:

(1) Lz"™ = r* para obter z;

CILAMCE 2017

Proceedings of the XXXVIII Iberian Latin-American Congress on Computational Methods in Engineering
P.O. Faria, R.H. Lopez, L.F.F. Miguel, W.J.S. Gomes, M. Noronha (Editores), ABMEC, Floriandpolis, SC, Brazil,
November 5-8, 2017.



Analise de parametros do método GCP-MG para a equagdo de Poisson bidimensional

(2) US™M =z para obter 3,

onde r'® = f— Au™ e & =y — ™,

1.3 Meétodo do Gradiente Conjugado (GC)

Me¢étodos descendentes baseiam-se em obter uma solu¢do u de um sistema do tipo Au = f,
pela propriedade da minimizagao de uma norma apropriada do erro. A partir de uma estimativa
inicial 4¥, esses métodos determinam a solugdo do problema pela diminui¢do do erro.

Seja a norma vetorial dada por ||u|| , = <u, Su> ,onde § € R™ ¢ uma matriz simétrica definida
positiva. Considerando a equagio residual 4e®® = +®, pode-se deduzir que

He<k)H2 - <€(k),S€(k)> - <r("),Rr“‘>>, (8)

onde R=A"SA™", o que significa dizer que minimizar o erro equivale a minimizar o residuo na
mesma norma.

Nos métodos descendentes parte-se de uma estimativa inicial ¥ da solugdio e gera-se uma
sucessdo de vetores u'V ..., u® ... caminhando sucessivamente ao longo da diminui¢o do erro

H ™

) de modo que essa sucessao convirja para u.

Uma das formas de se escolher a melhor direcdo em cada ponto ), seria escolher a diregio
de p® que desce mais, ou seja, aquela que estd alinhada com a diregdo do gradiente da fungio

H ™

Gradientes.

) porém em sentido oposto. Por isso estes métodos sdo chamados de métodos dos

Desta forma, a expressao iterativa dos métodos dos gradiente ¢ dada por (Saad, 2003):
u* M =Gu" +c,, )
emque G, =1-o,S ec,=a,SA7'f.

O método GC ¢ um método iterativo descendente, aplicado aos casos onde a matriz de
iteracdo 4 € simétrica positiva definida. Este método prevé uma escolha mais criteriosa das
direcdes de descida p®.

Para exemplificar, consideremos um problema bidimensional. As linhas He(k)uz =Hr(")H2=

constante, sdo elipses concéntricas com centro em u, conforme ilustrado na Fig. 1.

0 0
A0 0

u®

Figura 1. Representacio grafica do método GC
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Supondo-se dispor de uma estimativa inicial ¥, de acordo com o método do maximo

‘ (k)

descenso, partiriamos deste ponto e pesquisariamos o minimo de ‘e , a0 longo da direcio +?,

obtendo u". Observando a Fig. 1, verifica-se que a melhor progressao de u'" ndio seria a direcio
mais inclinada, mas sim uma dire¢iio p'") que apontasse para o centro da elipse.

De fato, o novo ponto minimizador u‘® coincidiria com a solugio exata de u, e assim o
processo iterativo terminaria com apenas duas iteragdes. Pode-se, entdo, desta forma, escolher a
direcdo p'" como:

PO =y, (10)

Como pode-se observar, atendendo a ortogonalidade dos residuos sucessivos verificados
anteriormente, temos 0=<r(” ,r(°)>:<r(l) (°)> < f=Au®, p? >=<A(u—u(” ), p(°)> de tal

modo que

<p(“,Ap(°’>=0. (11)
As diregoes buscadas sao
P4 =r4 1B, p, (12)

onde B ¢ dado por

<r(k+1) ’ r(k+1)>

B = W : (13)
As iteragdes do método GC satisfazem a seguinte estimativa de erro:
cond A /2 -1
CHE —) ] (14)
(cond, A)* +

Com isso, pode-se perceber que o método GC, teoricamente, calcula a solugdao exata em n
iteragdes, o que na pratica ndo se verifica devido a utilizacdo deste método em aritmética de
precisao finita e a introducdo de erros de arredondamento que destroem a exata conjugacidade
das direcdes p™ e a exata ortogonalidade dos residuos #¥. Desta forma, este método que é, em
principio direto, adquire uma forma tipicamente iterativa.

Neste caso, ¢ recomendavel efetuar-se as iteragdes necessarias que satisfagam a critérios de
convergéncia adequados.

1.4 Pré-condicionamento de matrizes

Uma forma de tornar um método iterativo mais rapido consiste em transformar o sistema
Au = f em um sistema equivalente, onde a matriz tenha um niimero de condicionamento mais
favoravel. Para ilustrar, podemos utilizar o método GC, onde de acordo com a expressdo dada
pela Eq. (14), sabemos o comportamento da estimativa do erro na iteracao k.
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.. . 0 , o, g e
Logo, se pudermos diminuir cond, A, consequentemente o erro He( )H também ird diminuir,
proporcionando uma rapida convergéncia.

Esta transformagao ¢ conseguida pré-multiplicando e pdés-multiplicando a matriz 4 por duas
matrizes P e Q inversiveis do seguinte modo:

(PAQYQ) 'u="Pf . (15)
O sistema agora corresponde, portanto a Ait = f,com A=PAQ, u=Q'u e f = Pf.

As matrizes P ¢ Q devem ser escolhidas de modo a proporcionar 4 matriz 4 melhores
propriedades de convergéncia em relagdo a matriz original 4. Este procedimento ¢ conhecido
como pré-condicionamento do sistema de equagdes original, sendo P e Q conhecidas pelo nome
de matrizes de pré-condicionamento. No caso onde Q =/, chamamos de pré-condicionamento a
esquerda. Se P = [, chamamos de pré-condicionamento a direita.

Por razdes de custo computacional, ¢ conveniente que o algoritmo de pré-condicionamento

evite a formacao explicita de A4, e trabalhe apenas com a matriz original 4. Considerando que
no método GC a matriz transformada continuar sendo simétrica e definida positiva, o pré-
condicionamento também devera preservar esta propriedade. De fato, pode-se obter isso fazendo

com que P =Se Q =P’ = ST e desta forma, conclui-se que Ait = f,com A=SAS", u=S"u
e f=5f.

Assim, verifica-se que p© =7 = f — 4u® = 51,

Por outro lado, escolhendo-se p =S"p” =S"7 @ = §"Sr” | tem-se que
<13(°), Zﬁ(°)> / < ', Ap(0)> , sendo valida também a relagdo <7(°),F(°)> = <7(°’,r(°)>, com
W =0 i =(s7s) "

A partir de entdo tem-se que:

o, :<7(0),r(0)>/<p(0),/1p(0)>, (16)
u® =u® +a,p”, (17)
rO = _g Ap©, (18)
B, = <7<1>’,,<1>>/<,7<0>’,,<0>> e (19)
pV =rV+B,p", (20)

mantendo-se essas expressdes para as iteragdes seguintes.

O algoritmo presente na Tab. 1 apresenta o método GC pré-condicionado (GCP), onde nota-
se que a cada iteracao ¢ necessario resolver o sistema auxiliar:

Wi+ = () , (21)

e deseja-se que sua resolucdo ndo seja muito trabalhosa sendo que as situacdes extremas sao:
considerar W = I, onde recupera-se o método GC, ou entdo, considerar W = A4, obtendo a solugado
em uma unica iteracao, porém, com o custo computacional de ter que inverter a matriz 4. Em
geral, procura-se ficar entre estes dois extremos.
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Tabela 1. Algoritmo para o método GCP
Ler A4, f
Estimar u(©
Fixar uma tolerancia y
Calcular ' = f — 4u'”
(0)

Resolver W7 =r
Atribuir p© =7
Paraj=0, 1, ... até convergir

o, :(;m,rm )/(Ap(j),p(j))

u(.i +1) )

— )]
=u’+a,p

G+ — () _ ()
r’=r"—a Ap

Resolver Wit/™) =y
B, = (,:<j+1>,r(j+1> )/(,;(./),rm)
G+ _ =G+ )
p’ =" +Bp

Fim

1.5. Método Multigrid (MG)

O método MG se vale das caracteristicas de suavizagdo do erro por parte dos métodos
iterativos classicos: ela ocorre rapidamente (nas iteragdes iniciais) para componentes oscilatérias,
enquanto que para componentes suaves, para um nimero grande de iteragdes tais métodos
perdem sua eficiéncia. Assim, o método MG trabalha com um esquema de malhas auxiliares
mais grosseiras (com menor nimero de pontos) nas quais as componentes do erro sdo
rapidamente suavizadas, para entdo retornar-se a malha original. A informagao ¢ transferida entre
malhas através de operadores, chamados de operadores de restricao (informacdes de uma malha

fina para a grossa seguinte), representados genericamente por [1 ]hH e definidos por

V=[]V, (22)

h

ou de prolongacao (informagdes da malha grossa para a fina), representados genericamente por

[/ ]2 e definidos por
V=[] v (23)

O operador de restri¢cao utilizado neste trabalho foi o operador de ponderagdo completa e o
operador de prolongagao foi a interpolacao bilinear (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001;
Hackbush, 1985).

Neste trabalho utilizou-se ainda o ciclo V. Sendo a equacao de Poisson um problema linear,
utilizou-se o Esquema de Corre¢do CS (Correction Scheme), que transfere apenas o residuo para
as malhas mais grossas (Briggs et al., 2000; Trottenberg et al., 2001).

A razdo de engrossamento para o caso bidimensional, considerando malhas uniformes, ¢
definida como » = H/h, onde h representa o tamanho do espagamento da malha fina Q" (também
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chamado de dimensdo dos elementos da malha fina), H o tamanho do elemento da malha

imediatamente mais grossa Q" . Neste trabalho, utilizou-se a razio de engrossamento padrio, ou
seja, r = 2 (Briggs et al., 2000).

Os algoritmos para os esquemas CS com ciclo V, para varios niveis de malhas, até se atingir
um critério de parada ou alcangar o nimero maximo de ciclos escolhidos, podem ser encontrados
em Briggs et al. (2000), Trottenberg et al. (2001) e Hackbush (1985).

Neste trabalho utilizou-se 0 método MG com solver GS e ILU. Tais métodos iterativos
também foram utilizados como pré-condicionadores do método GCP, ou seja, foram usados para
resolver o sistema linear dado pela Eq. (21) a cada iteragao do método GC.

2  MODELOS MATEMATICO E NUMERICO

2.1 Modelo matematico

O modelo matematico considerado neste trabalho refere-se ao problema de conducao de
calor linear bidimensional em regime permanente descrito pela equagao de Poisson (Incropera et
al., 2008):

o'T  o°T
+ =S(x,»), 24
axz ayZ ( y) ( )

com condi¢des de contorno de Dirichlet
T(O,y)=T(x,0)=T(l,y)=T(x,l):0, (25)

onde x e y sdo as direcdes coordenadas (variaveis independentes) e 7 a temperatura (variavel
dependente), com 0<x <1, 0<y<1. O termo fonte ¢ dado por:

S(x,y)= —2[(1—6x2)y2 (1-52)+(1-6p)x? (1—#)} . (26)
Com isso, tem-se a seguinte solucao analitica:
T(x,y)z(xz—y4)(y4—x2). (27)

2.2 Modelo matematico

A discretizagdo do dominio de calculo se darda em uma malha uniforme nas duas dire¢des,
com N =N N, nds,onde N, e N, representam o namero de pontos nas dire¢des coordenadas

X ey, respectivamente, gerando uma malha com o espagamento entre os nés (também chamado
de dimensdo dos elementos da malha) A, =1/ (Nx —1) e h,=1/ (Ny —1). Neste artigo serdo

usadas malhas uniformes taisque N, =N e h =h, =h.
Para cada um dos (Nx - 2)(N - 2) pontos interiores da malha, a Eq. (24) foi discretizada

com o método das diferengas finitas (MDF), cuja ideia, segundo Patankar (1980) e Ferziger e
Peric (2002), ¢ obter a solugdo aproximada de uma equacgao diferencial em pontos ou nds do
dominio substituindo (ou aproximando) as derivadas da equacdo original por formulas discretas
de diferengas.

Neste trabalho as aproximacdes foram realizadas por diferenca central (Central Difference
Scheme, CDS), onde as derivadas parciais sao aproximadas por:
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aZ_T ET(xl.Jrh,yj)—2T(xl.,yj)+T(xl.—h,yj) 28)
o’ (o)) n
e
o'T T(x;,y;+h)=2T(x,y;)T(x;,y,—h)
o - i : (29)

(X,J’):(xi ’y]')

sendo que a posicao dos termos aproximados serdao dadas conforme descrito na Fig. 2.

(N

(5
e/
()
P U
t:
N

=)
N

(&)

=

()
&

(2
&)
iy
&)

2\

(=
=
(o)

Figura 2. Convencao para nomenclatura dos vizinhos dos nés da malha bidimensional uniforme

O termo fonte, que nao tem derivadas, sera aproximado diretamente no ponto P, gerando:
T,-2T,+T, N T,-2T,+T, s
h? oo

Rearranjando os termos da Eq. (30), obtém-se
4 1 1 1 1
(?)TP Z(ﬁjTW+(?jTE+(h—2jTS+(h—2jTN—SP, (31)

aply = ay Ty, +agT, +ayTy +a T +by. (32)

(30)

ou

Considerando-se as Eqgs. (31) e (32), tem-se:

1 4
aW=aE=aS=aN:(?j,ap=(ﬁ)ebP:—SP. (33)

Estes coeficientes sdo validos para os pontos internos da malha, ou seja, para
i=23,.,N. -le j=23,..N, —1.Paraos contornos, considera-se:

I, = Ny — I, = ];,Ny =0. (34)
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3 RESULTADOS NUMERICOS

Alguns testes computacionais foram realizados para resolver o problema modelo utilizando-
se as seguintes metodologias:

1) Método MG com os solvers:
1.1) Gauss-Seidel (MG-GS);
1.2) ILU (MG-ILU);

2) Método GCP com os seguintes pré-condicionadores:
2.1) MG com solver Gauss-Seidel (GCP-MG-GS);
2.2) MG com solver ILU (GCP-MG-ILU).

Neste trabalho utilizou-se o esquema CS, por se tratar de um problema linear (Briggs et al.,
2000). O tipo de ciclo utilizado € o V, pois 0 W ¢ cerca de 50% mais caro em relagdo ao numero
de operacdes envolvidas (Hirsch, 1988).

Utilizou-se restricao por ponderacao completa e prolongacao através de interpolagdo bilinear
(Trottenberg et al., 2001), ambos muito ulitizados na literatura.

O numero de iteragdes internas feitas em cada malha € representado por v, =v, =V, sendo
que em todas as simula¢des, o método MG partiu da malha mais fina (V) e foi até a malha mais
grossa, ou seja, a malha com 3x3 nds.

O critério de convergéncia usado para interromper as iteragdes externas ¢ a norma /, do
residuo adimensionalizada pela norma L do residuo na estimativa inicial, dada por

HR[[
2

IR], :‘PQ%‘ ;
2

(35)

onde R" é o residuo da iteracdo atual ¢ R® o residuo da estimativa inicial. Entre os trabalhos que
usam essa norma pode-se citar: Briggs et al. (2000); Oliveira (2010); Oliveira et al. (2012);
Trottenberg et al. (2001); Wesseling (1992) e Zhang (2002). O processo iterativo ¢ interrompido

quando a norma Ly ¢ menor ou igual a tolerancia ¢ (&> 0).

Para efeito de comparacao entre as quatro metodologias foram analisados trés parametros:
norma L; do erro numérico em funcdo do tamanho do problema, norma L do residuo
adimensionalizada pela norma na estimativa e fator de convergéncia empirico (¢©), este ultimo
definido por (Trottenberg et al., 2001)

7]
*) _ >

k-1 ’
=]
2

(36)

k , C 4. , , . . ~ 0 0
onde HR H2 ¢ a norma euclidiana do vetor residuo na k-ésima iteragdo, com R #0.Se R" =0,
deve-se considerar R” =1 por questdes puramente computacionais.

O critério de parada utilizado foi 107'° e as solugdes foram obtidas com precisio dupla.

Na Figura 3 temos a o comportamento do erro numérico de acordo com o tamanho do
problema, para os diversos métodos de solucdo, onde percebe-se que os quatro métodos
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estudados apresentam uma caracteristica esperada para métodos iterativos convergentes, ou seja,
ao se aumentar o tamanho do problema o erro numérico ¢ reduzido. Nota-se também, que os
erros apresentados possuem valores muito préximos entre si.

10-45 AL R A o TN
3 ‘ ‘ ‘ i O MG-GS
] 1 O MG-ILU
| ] =% GCP-MG-GS
{ - GCP-MG-ILU
L 3
IEll, 3 ]
ada 3
L 3
10-9 v LI lllli ¥ LI -u---i T T 7 -----i T T T7vTTT
10° 10° 10° 10° 10’

Tamanho do problema (NxN)
Figura 3. Norma L: do erro numérico (||E||2) versus tamanho do problema (NxN)

A Figura 4 mostra o comportamento da norma L> do residuo adimensionalizada pela norma
da estimativa inicial em fun¢do do ntimero de iteragdes para o problema com 2049x2049 nos.

10° : T T T T T ! T ! T ?
e e ey e
= { —&— MG-ILU
Z ¥ —e GCP-MG-ILU
10' j :
=t -
[Roll, - 1
[IRoll, 40°+ o
L |
e
107 4 i
5 B |
10"1 4 ; _;
i 1
10" . ; . ; ' ' ’ ; ' : 3

o
[p¥]

4 6 8 10
Numero de iteragdes

Figura 4. Norma L: do residuo adimensionalizada pela norma da estimativa inicial versus niimero de
iteracdes para o problema com 2049x2049 nés
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Analise de parametros do método GCP-MG para a equagdo de Poisson bidimensional

Baseando-se nos resultados apresentados na Fig. 4, percebe-se que o método GCP com MG
e solver ILU foi o que mais rapidamente atingiu o critério de parada (apenas 4 iteragdes foram
necessarias). Em seguida, empataram os métodos GCP com MG e solver GS e o método MG
com solver ILU (7 iteragdes até atingir o critério de parada). Essas trés formulagdes convergiram
mais rapidamente que o método MG com solver GS que precisou de 10 iteragdes para convergir.

A Figura 5 retrata o comportamento do fator de convergéncia em fungdo do tamanho do
problema. De acordo com Briggs et al. (2000), Trottenberg et al. (2001) e Burden e Faires (2007),
¢ desejavel que o fator de convergéncia, dado pela Eq. (36) (que ¢ uma aproximag¢ao numérica
para o fator de convergéncia assintotica), apresente valores proximos de zero.

100: ¥ LI LR 2] | L * """! L LEESRELE S 24 | v Y """:
] : ‘ ] = MG-GS
] 1 e MG-ILU
1 { A GCP-MG-GS
- {4 v+ GCP-MG-ILU
1075 3
P :
L e e e S =
103 v L] L] v llllll v L Ll L) lll; v L] L) L) .III:I L] Ll L] LB LI}
10° 10* 10° 10° 107

Tamanho do problema (NxN)
Figura 5. Fator de convergéncia (p) versus tamanho do problema (NxN)

Com base na Fig. 5, conclui-se, portanto, que o método GCP com MG e solver ILU foi a
melhor das quatro metodolodias estudadas, pois o valor do fator de convergéncia, além de ser
menor que o respectivo para as outras trés metodologias, tende a diminuir com o aumento do
tamanho do problema.

4 CONCLUSAO

Com base nos resultados obtidos neste trabalho, conclui-se que:

1) o uso de pré-condicionadores, associados aos métodos iterativos, podem torna-los mais
eficientes;

2) o método GCP com MG e solver ILU foi a metodologia que atingiu o critério de parada em
um numero menor de iteragoes;

3) o método GCP com MG e solver ILU apresentou os melhores resultados para o fator de
convergéncia empirico e, além disso, o valor deste pardmetro mostrou-se mais eficiente com o
aumento do tamanho do problema.
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