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Capitulo 9.

DIFUSAO DE CALOR 1D TRANSIENTE

Este capitulo envolve:

Temperatura é funcdo do espaco e do tempo: T (x,t)
Condig0es de contorno de Dirichlet

Condig0es iniciais, para o tempo

Coordenadas cartesianas

Propriedades constantes (condutividade térmica k, massa especifica p,
calor especifico c, taxa de geracdo de calor ¢, difusividade térmica o)
Malhas uniformes no espaco e no tempo ( Ax, At)

Formulacges implicita e explicita no tempo

Conceitos de consisténcia, estabilidade e convergéncia

Em termos numéricos, a novidade deste capitulo é a solucdo de problemas

transientes, ou seja, quando a incognita também é funcéo do tempo.

9.1

O MODELO MATEMATICO

O modelo matematico da conducdo de calor 1D transiente em uma parede
plana (Fig. 3.1), é dado por (Incropera e DeWitt, 1998).

oT 8T
E :(X.y (91)
onde

o= L = difusividade térmica

pcC
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k = condutividade térmica

p = massa especifica

¢ = calor especifico

As variaveis de interesse sao:
e Atemperatura, T(X,t), extraida da Eq. (9.1)

e A temperatura média, em x no tempo t, definida por

Tm (t) =

=

L
[ T(xt)dx (9.2)
0

onde L é o comprimento do dominio de célculo.

9.2 DISCRETIZACAO DAS EQUAGCOES

Em capitulos anteriores, foram feitas expansdes da série de Taylor, ao longo do
espaco, na direcdo x. Assim, com as expansdes para 0s nés W e E, vizinhos de P,
chegou-se a uma aproximacao numeérica para a derivada de 22 ordem em x (CDS).

A série de Taylor também pode ser expandida, em torno do instante de tempo t

e do né P, ao longo do tempo.

T8 oTh {%TT (t_to){azT]t (t—t,f +[63T]t (t-to)°

2 3
p atPZ! atps!

t 2=\t .2 t .3
e (Do 1] 53] 5
P P - P .

t 2 \U 442 b3
TFt,‘At:TFE_(a_Tj At{aa;] At —[a%j at (9-3)

ot Jp o 2 (at®), 3

onde o superescrito “t — At ” representa o instante de tempo anterior. O passo de tempo

At é equivalente a h ou AXx, e é calculado por
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~—+

At = MF = passo de tempo (9.4)
onde

tg = tempo final

M = nlmero de avangos no tempo

Assim, a partir da Eq. (9.3), pode-se obter

t t
(gjt iy T +(8ZT] At (a%} A 09
= 2 -_— —3 —_— .
ot Jp _At at” ), 2 o ), 6
considerado desprezado (errode truncamento)— ordem de At

portanto,

(ﬁjt ST (9.6)

ot Jo At

Da Eqg. (9.5), pode-se ver que py = 1, 2, 3, ..., e p_= 1, para o erro de

truncamento da aproximacdo numerica da Eq. (9.6).
Com a substituigdo das Eqgs. (2.38) e (9.6) na Eq. (9.1), chega-se a

To-Tp _Tw+Te -2T¢
At AX?

(9.7)

onde TF? :T,ﬁ‘At e 0 indica um instante de tempo genérico no qual a derivada espacial

de 22 ordem € avaliada, e que da origem as diversas formulacdes numéricas existentes
na literatura (Tannehill et al., 1997; Maliska, 2004; Ferziger e Peric, 2001). A relacdo
entre 6 e T (Fig. 9.1) é dada por:

O =12 +0 (Tt - 19 9.8)

onde 0<0<1.
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Em funcéao do valor de 6, pode-se ter as seguintes formulagdes:

0=0 : formulacdo explicita > TY=T2=TtM
_1/9 - " : o_1fo, —t
0=1/2 : formulacdo de Crank-Nicolson > Tp —E(Tp +Tp)
6=1 : formulacdo totalmente implicita —-> TF? :TFE
T
Tp
0
Tp
t
t—At t—At/2 t

Figura 9.1. FormulacGes no tempo.
9.2.1 Formulagao explicita (6 =0)

No caso de se usar 6 =0, a Eq. (9.7) resulta em:

To-Tp _Tw+Te 2T
At AX?

e chamando-se

oAt

A
AX?

pode-se reescrever a Eq. (9.10) na forma

TS =ATY +ATE +(@-22)T7

(9.10)

(9.10a)

(9.11)
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A Eq. (9.11) representa a formulacdo explicita. Este nome é empregado porque

a temperatura em cada n6 P da malha, no instante t (T), é calculada com temperaturas

conhecidas do instante anterior, isto é, em (t — At ). A Fig. 9.2, abaixo, representa 0s n6s

que influenciam diretamente a solugéo de TFt, , indicados por circulos e setas.

Y . * x, t
t T
w P E
® ® ® x, t—At
X
Figura 9.2. Formulagéo explicita no tempo (6 =0).
Se a Eq. (9.11) for comparada a
ap Tp :avv TW +aE TE +bp (912)
obtém-se
ap=1, ay=ag=0
(9.13)
bp =AY +ATE +(1-24)T2

Assim, a vantagem de se utilizar a formulagdo explicita é o fato da solugdo do sistema
de equacdes algébricas, representado pela Eq. (9.12), ser direta até mesmo com o
método de Gauss-Seidel. A desvantagem é que existe um limite que deve ser satisfeito

para 0 avanco ndo divergir. Este limite é dado por

1-2A>0 < Condicéo de estabilidade

ou seja
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1—2“—A2tzo O‘—Aztsl (9.14)
AX AX* 2

Esse limite significa que o coeficiente de TF(,’ na Eq. (9.11) ou (9.13) tem que

ser sempre positivo para a solu¢do numérica ser estavel no tempo.
Observacdo: A formulacdo explicita tem ordem de At, O(At), ou seja, 12
ordem, e é condicionalmente estavel.

9.2.2 Formulagéo totalmente implicita (6 =1)

No caso de se usar 6 =1, a Eq. (9.7) resulta em:

To-Te _Tw+Te-2Tp

o v (9.15)
e lembrando-se que A = (ZTA; , pode-se reescrever a Eq. (9.15) na forma
A+20) T8 =A Ty +ATE +T2 (9.16)
Comparando-se a Eq. (9.16) com a (9.12), obtém-se
ap=1+2%; ay=ag=A; bp=TJ (9.17)

No caso desta formulacdo, devido a diagonal dominancia, a solucdo é
incondicionalmente estavel no tempo. Isto é, ndo existe limite como aquele da Eq.
(9.14) da formulacdo explicita. Porém, o sistema de equacOes, Eq. (9.16), precisa ser
resolvido com o método TDMA para ser direto. Além disso, 0 TDMA tem que ser
empregado a cada avanco no tempo.

A Fig. 9.3, abaixo, representa os nos que influenciam diretamente a solucéo de

T¢, indicados por circulos e setas.
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. x, t—At

Figura 9.3. Formulacdo totalmente implicita (6 =1).

Observacgdo: A formulacdo totalmente implicita tem ordem de At, O(At), ou

seja, 12 ordem, e é incondicionalmente estavel.

9.2.3 Formulagéo de Crank-Nicolson (6 = 1/2)

Conforme a Eq. (2.39), o erro de truncamento da aproximacdo numérica da
derivada de 22 ordem no espaco, Eq. (9.1), € de 22 ordem, isto é, p_. = 2. Mas, conforme
a Eq. (9.5), a aproximacdo numérica da derivada temporal usada até agora, apresenta
erro de truncamento de 12 ordem, ou seja, p. = 1. Portanto, a ordem assintotica do erro
de truncamento de T é igual a unidade, tanto no caso da formulacdo explicita, Eq.
(9.10), quanto da formulacgdo totalmente implicita, Eq. (9.15).

Uma forma de se obter p. = 2 é usar a formulacdo de Crank-Nicolson
(Tannehill et al., 1997). Esta formulacdo consiste na média aritmética das formulacdes

explicita e totalmente implicita, ou seja, 6 =1/2, o que resulta em:

B 2

To-T§  « (T\,‘V’ +T2 —2TF?)+(T\}V +T¢ —2TF‘,)
At AX?

To-T9 «
At 2 AX?

[T\,‘v’ +T AT +TE =2 (T,Q +TF‘,)] (9.18)

At
e lembrando-se que A = (Z—Z , pode-se reescrever a Eq. (9.18) na forma
X
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A+2)TE :(%j T +(&jTg {@j (TVS +T,§)+(1—x)TF?} (9.19)

2

Se a Eq. (9.19) for comparada a Eq. (9.12), obtém-se

ap =1+A, ay =ag :%

(9.20)
be :@j (TVS +T£)+(1—x)T,9

podendo-se notar a diagonal dominancia também neste caso.

Na Fig. 9.4, abaixo, sdo representados os nds que influenciam diretamente a

solucdo de TFt, , indicados por circulos e setas.

x, t—At

Figura 9.4. Formulacédo de Crank-Nicolson (6 =1/2).

Observacdo: A formulacdo de Crank-Nicolson tem ordem de At?, O(Atz), ou

seja, 22 ordem, e é incondicionalmente estavel.

9.3 SOLUCAO ANALITICA E DEFINICAO DO PROBLEMA
Y i oT .
Equacao diferencial: a0 =0— (9.1)-repetida

Condicoes de contorno (C.C.): T(0,t)=T(L,t)=0 (9.21)
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Condicéo inicial (C.1.), isto é, 0 campo de temperaturas no inicio dos calculos,

emt =0, é dado por:

TX

A solucdo analitica das Egs. (9.1), (9.21) e (9.22) resulta em:

—an’t
T(x,t) =T, sin (R—ij e L (9.23)
5 —an’t
Ta)==Type V (9.24)
T

94 ALGORITMO

A solucéo numérica pode ser obtida através do seguinte algoritmo:
1) Ler os dados do problema: T(0,t), T(L,t), Tp(x,0), o, L, 6, tr, N, M
2) Discretizar o dominio de calculo, isto €, obter

L. 4
N -1 M

3) Calcular os coeficientes.

AX

4) Fazer t=0 e TF(,) =Tp(x,0).
5) Fazer t=t+At.

6) Calcular os termos fontes.

7) Resolver o sistema de equagdes, obtendo Tp (X,t).
8) Calcular T, (t).

9) Fazer TS =Tp.

10) Voltar ao item 5, até atingir t=tg.

11) Imprimir e visualizar T(X,tg) e T, (tg).
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9.5 SOLUCAO NUMERICA CONVERGENTE

Consisténcia: Um modelo numérico é consistente se a equacdo discretizada
tende a equacéo diferencial quando AXx -0 e At - 0.

Por exemplo, da Eq. (9.15),

t 10 t t t 2
T-T8 _TeTé-2m AT T 025
At AXZ ot axz

Modelo numérico consistente

Estabilidade: Um modelo numérico é estavel se o erro numérico (E) tende a um

valor finito (3) quando o numero de iteragdes (n) tende ao infinito (), ou seja,

lim |[E(Tp)|=8p  para AX e At fixos (9.26)
Nn—o0

Por exemplo, para as discretizagdes vistas neste capitulo:
e A solucdo numérica é incondicionalmente estavel se

%sesl (9.27)

e A solucdo numérica é condicionalmente estavel se
1 At 1
0<68<> e o< (9.28)
2 Axc 2-40

Nos capitulos 8 a 10 de Hirsch (1988) sdo apresentados alguns métodos para
andlise de estabilidade. Eles sdo usados para verificar se a solugdo numérica converge

para a solucéo exata do sistema de equacdes, ou diverge.

Convergéncia: Uma solucdo numérica é convergente quando o modelo

numérico é consistente e estavel, isto é,

JJm [E(e)[=0 (9.29)

n—o0
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ou seja, a solugcdo numeérica convergente tende a solucédo exata da equacao diferencial

quando Ax >0, At >0 e n—o0.

9.6 EXERCICIO

Implemente um programa computacional para resolver o problema definido
pelas Egs. (9.1), (9.21) e (9.22), da conducdo de calor 1D transiente.

Dados: L=1m To=1
N =17 nos Solver: TDMA
a=1m?s M =40 avancos no tempo
tr =01s 0=1/2 (Crank Nicolson)

Resultados a apresentar:

1) Um gréfico de T versus x, em tg, com as solucdes analitica e numérica.

2) Um grafico de T, versust, com as solugdes analitica e numérica.

3) Ovalorde T, (tg), das solucbes analitica e numérica.

4) Estimativa do erro de discretizacdo de T, (tg), conforme o procedimento da secéo

4.1.8.



