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CAPITULO 1

PROBLEMAS-MODELO

Considere o problema de valor de contorno que descreve a distribui¢do de temperatura em regime

permanente ao longo da barra uniforme:
—u"(X)+ou(x)= f(x), 0<x<1, 020
(1.1)
u0)=u)=0
Observagdo: se 6 =0, temos a equacdo de Poisson. Se ainda, f =0, temos a equagdo de Laplace.
Se o # 0, temos a equacao de Helmholtz.

Vamos considerar o método numérico “M¢étodo das Diferengas Finitas™.

O dominio do problema, {X :0<x< 1} ¢ particionado em n subintervalos, introduzindo a malha

Xj=]jh com h=%.

x =0 T + T x = 1
[ | | | | . . b | on
Xo X1 X2 X3 Xj Xp-2 Xp-1 Xp
Considere v; uma aproximagdo para a solugdo exata U(X;j).
Considere V = (v}, V5, ..., Vy_ )T . Estas componentes satisfazem as n—1 equagdes lineares:
—Vi+2V;—V; i
-1 - J+1+c5vj:1‘(xj), 1<j<n-1
h (1.2)
v(0)=v(n)=0
. _ T T . o
Definindo f =(f(x), f(X)),..., f(x,_) =(f;, fy,..., f,_;) , este sistema de equagdes

lineares pode ser escrito na forma matricial.

Vejamos:



le hLZ(_VO+2V1_V2)+GV1:f1 (VOZO)
j=2 h%(—v1+2v2—v3)+cv2=f2
] 1
j=n-1 h—z(—vn_2 +2Vh_ =V )+ 6 Vg = fry (v, =0)
2+0h? -1 1 v, f,
-1 2+oh? -1 v, f,
1 -1 2+ch® -1 V3 f3
h—2 =
~1 2+c6h? -1 Vo2 fhoa
i -1 2+0 h2_ V-1 fa1

Ou ainda, Av="Tf, onde A ¢é uma matriz (n—1)x(n—1), tridiagonal, simétrica ¢ definida

positiva.
Observacao: As matrizes geradas pela discretizagdo de problemas de contorno, em geral tém

propriedades desejaveis para muitos métodos numéricos. Ex.: simétrica, diagonal dominante,

definida positiva, M-matriz, etc.

Lembrete:

1<i<n

>

n
Definicdo:  Diagonal dominante: Z_‘ai j ‘ < |aii
j#i

Definicdo:  Definida positiva: urAu>0 , vu=0

Propriedade: Para matrizes pequenas: det A, >0, Vk, onde A, ¢ submatriz lider de

ordem k.




Teorema: Toda matriz simétrica definida positiva possui autovalores reais e positivos.
Teorema: Se a matriz ¢ simétrica, diagonal dominante e os elementos da diagonal sdo positivos,
entdo ¢ simétrica definida positiva.

Definicdo: ~ M-matriz: matriz simétrica definida positiva com diagonal positiva, e negativa fora

da diagonal principal.

Vamos formular o problema (1.1) na versao bidimensional:

—Uyy —Uy, +ou=f(X,Y), 0<x<1, O<y<l, o20

yy
(1.3)

uU=0 na fronteira do quadrado unitario

(Xi,yj)z(i hy, J hy) com hy =% e hy =%, sdo os pontos da malha.
@ "
e
© , 2 ey
s L
m;///

X

Isto nos leva ao sistema de equacgdes lineares:

Vi1 T2V =Vieyj o ~Vijo1 2 Vi —Vijn _
5 + 5 +o Vv = fj;
2 h2 1

Vio =Vin =Vpj =Vpmj =0

IN
IA
3
|
p—

c1<j<n-1 (1.4)

Vjj ¢ a aproximacdo da solugdo exata u(xi , yj) e fjj = f(xi Y )

Existem (m—1)x(n—1) pontos interiores (incdgnitas) no problema.

Considere a ordem lexicografica kK =i+m (j—1).

Assim, temos, Av= T, onde A ¢é uma matriz (m-1)(n—1)x(m-1)(n—1), pentadiagonal,

simétrica, definida positiva.



[~ | i+ 1
h)"
i—1,j inj i+1.]
h)"
iz ij—1
>} h, } hy ]
Exemplo: ordem lexicografica.
Se m=3en=2:
(i, ))
2 u > 6 L) - k=1+3(1-1) - k=1
2,1 k=2 1-1 k=2
1 1 o 3 21 - +3(1-1) -
A 3, ) > k=3+3(1-1) —> k=3
I
—_ 1,2) » k=1+3(12-1) —> k=4
i => 1 2 3

(2,2) —> k=2+3(2-1) —> k=5

3,2) > k=3+32-1) > k=6



Notacao esténcil
Para o problema 1D:

A:hiz(—l 2+ch? —1)

Para o problema 2D:

-1

A=l 1 410n? 1

-1

Esténcil 3D:

botton middle top

Os métodos existentes para solucionar os sistemas lineares sdo de duas categorias: métodos diretos

e métodos iterativos (ou métodos de relaxagao).

Os métodos diretos (por exemplo, eliminacdo de Gauss) determinam a solu¢do exata (a menos de

erros de arredondamento) em um niimero finito de passos.

Os métodos iterativos (como Jacobi e Gauss-Seidel) comegam com uma estimativa inicial para a

solugdo, e melhoram esta aproximacao através de sucessivas atualizagdes (ou iteragdes).

Observagdo: Métodos diretos sdo recomendados para sistemas densos e de pequeno porte; métodos

iterativos para sistemas esparsos e de grande porte.



CAPITULO 2

METODOS ITERATIVOS BASICOS

Seja Au= T os sistemas lineares das Egs. (1.2) e (1.4), onde U ¢é a solugdo exata e V uma
aproximacao.

O erro (ou erro algébrico) ¢ dado por

e=u-v,

com magnitude dada por alguma norma, por exemplo:

norma /. : ||e||oo: max ej‘ ou

1<j<n

0 1/2
norma (, : "eHZZLZ—ieJﬂ

Observagao: O erro ¢ tdo inacessivel quanto a solugdo exata. || e ||OO

O residuo ¢ dado por

r=f-Av

Pela unicidade da solucao temos que

r=0 < e=0

Observagdo: e~0 = r=~0, mas r~0 ndo=> e=~0

Exemplo:

AXx=Db

1 20X 3
1,0001 2 |[X, 3,0001

A solugdo exata é: x = {l, 1}T

Suponha X = {3, 0}T



0
O residuo é entdo: r=b-AX= = ||r||oO =0,002 & pequeno!
0,002

2
Eoerrovale: e=x—-X-= = ||e||OO =2 < grande!

Observagao: isto esta relacionado com o cond(A).

Definicao:

Se cond(A) ~ 1, entdo A ¢ bem condicionada; e se cond(A) >>1, entdo A ¢ mal condicionada.
No exemplo anterior, cond(A) = 60,002, ou seja, A ¢ mal condicionada.

Definicao:

cond (A) = | Al[a”|

Interpretagcdo geométrica:

X+2y=3

y
2 ——
1,001x+2y =3,001 %

1

_3_x
=272 ! . 3
1 2 \ X
y:ﬂ_LOOlX X+2V=3
2 2 1,00Ix+2y =3,001

Se cond(A)x1 = (r=0 = e~0)

Uma relag@o importante entre erro e residuo ¢ a chamada equacdo residual Ae=r.

e=u-v .. u=v+e

Para melhorar a aproximacao Vv, resolvemos a equagdo residual para e e calculamos uma nova
aproximacdo U=V+e.

Esta ¢ a ideia do refinamento iterativo:



Au=f —> v — r=f-Av

Ae=r —»> €& — Tr=r-Ae

2.1. Métodos basicos

Voltamos ao problema modelo 1D com ¢ =0.

_uj—l+2uj_uj+1:h2fj’ ISJSI’l—l
Up=U, =0
Método de Jacobi

M _1{© 0 , 2 -
vj _E(Vj—1+vj+1+h fj) , 1<j<n-1

Atualiza depois da 1? iteracao.
Em forma matricia: A=D-L-U

onde D = diagonal, L = parte triangular inferior e U = parte triangular superior.
Incluindo h? no vetor f , tem-se

Au=f = (D-L-U)u=f = Du=(L+U)u+f
u=D"'(L+U)u+D'f

Fazendo R; =D™! (L+U)

Entao, o método de Jacobi fica:

vD =R, v 4 D71

Veja uma importante modificagdo no método de Jacobi:

« 1( o 0 2 :
VJZE(VE‘)1+V§+)1+h fj) , 1<j<n-1



e anova iterada ¢ dada por:
W =(1-0) V¥ +ov;

*

M _ 0 (0) i
Vi’ =V, +m(vj—vj ) I<)<n-1

o € R ¢ o fator de ponderagao.
Este ¢ o método de Jacobi ponderado.
Observagdo: Note que ® =1, temos o método de Jacobi.

Em forma matricial,
VO=R v@4+oD'f com R, ,=(1-0)l-0R;

Observagao: O método de Jacobi ponderado exige O(2n) de memoria.

Método de Gauss-Seidel

No método de Gauss-Seidel tem-se:

O _1{m O, p2 i
vj _E(Vj‘1+vj+1+h fj) , 1<j<n-1

Em forma matricial (com h? em f ):

Au=f = (D-L-U)u=f = (D-Lyu=Uu+f

u=(D-L)'Uu+(D-L)'f

Fazendo Rg =(D-L)™' U Red-Black Zebra
[ ] © * < [ ] - -
E o método se escreve: D P N G|
'l !.'- . .

v =R v 1 (D-L) ' £

L 2 © L 4 5l ®
Observagdo: Para Gauss-Seidel simétrico ou Gauss-Seidel red-black, ver Briggs et al. (2000) ¢

Weneling (1992).
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2.2. Analise de Erros
Vejamos o desempenho dos métodos iterativos basicos.

E suficiente tratar do sistema linear homogéneo AU =0 e usar uma estimativa inicial qualquer.

Neste caso, a solugdo exata ¢ conhecida (U =0) e o erro na aproximagdo V é —V.

e=u-v
e=0-v=-v
Entdo:
—Uj+2Uj-Uj,; =0, 1<j<n-1
(2.1)
UO = Un = 0

Vamos considerar a estimativa inicial do tipo (modos de Fourier)

vj:sin[Jrk]nj , 0<j<n , 1<k<n-1

onde j denota a componente do vetor vV ¢ K (nimero de ondas ou frequéncia) indica o numero de
“meios senos” que constituem V.

Vi denota o k-ésimo modo de Fourier, ou seja, o vetor v com o niimero de ondas iguais a K.

Exemplo:

1
0,8
0,6
0,4
02 ||

0
0,2
0,4
0,6

0,8

1
Observagao: Note que para K pequeno, tem-se ondas longas e suaves; e para k grande, tem-se

ondas curtas e oscilatorias.
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Vamos aplicar o método de Jacobi ponderado com ®=2/3 ao problema (2.1) com n =64,

estimativas iniciais V;, V3 € Vg, aplicados até 100 iteragdes.

el o

08

: [k
Vi =sin

03
0,2

0,1

0 10 20 a0 40 50 60 70 80 [0 100 |teracoes
Observacao: Analogo para Gauss-Seidel.
Observacao: O decréscimo do erro € maior para as altas frequéncias.
Considere uma estimativa inicial mais realistica constituida de trés modos com baixo, média e alta

frequéncia (Jacobi ponderado, ®=2/3, n =64, ¢ 100 iteragdes):

1| . (= . (6]T . (32)m
Vj =—|sin| ~— |+sin| —— [+sin| ——
3 64 64 64

[e]
0 09

0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 a0 100 |teraC5es

A redugdo drastica no inicio estd relacionada as altas frequéncias, depois, ele ndo reduz o erro,
devido as baixas frequéncias.
Observagdo: O decréscimo inicial € a rapida eliminacdo dos modos de alta frequéncia e depois o

lento decréscimo ¢ devido a persisténcia dos modos de baixa frequéncia.



Vejamos uma abordagem mais analitica:

Cada método iterativo pode ser dado por

v =RV 4+ g

12

Lembrete:
Jacobi: R=R; e g=D"'f
Jacobi Ponderado: R=R,,

Gauss-Seidel: .......

Estes métodos iterativos foram gerados tal que
o=Ru+g

Subtraindo uma expressao da outra, temos:
u-v =Ru-v®)+g-g

e —Re®

Assim, é® =Re) =RRe® =R2e®
Apos varios passos iterativos, tem-se

e(M _ RMa(®

Entao:

1= 1R T< R He =R ]

Definicao: Normas de matriz

- A
orma induzida: "A”p =sup————
w0 X,

| A, = max i\aij\
] =1
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n
||A||oo = miaX El‘aij‘

||A||2 =4/p ATA onde p(A) = max |X(A)| e A(A) sdo os autovalores de A.

Observacao 1: Se A ¢ simétrica, entdo

AL, =P (ATA) =yp (&%) =/[p (A =p (A)
Observacdo 2: Note de He(m) H < HRmH.He(O) H
que |R|<1 forga o erro ir para zero.

Teorema: lim R"=0 < p(R)<lI
m-—oo

Definicao: p(R) ¢ chamado de fator de convergéncia assintdtica. Ele representa o pior fator de
reducdo do erro com o passo iterativo.
Quantas iteragdes sao exigidas para reduzir o erro por um fator de 10799

Se [p(R)]m <1079 entio aproximadamente

e
—d
ko]
Vejamos:
1/m m
pRI" = [( im [R]" } = lim |R|" <107
m—o0 m— oo

E razoavel pensar que

- ;
m . m —

He(O)H <|rR[" = n}l_ﬂ%o”R” <10

ou seja,

-
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Entdo, [p(R)]" < 1079, ¢ assim,

m log[p(R)] < —d log10

€ como log[p(R)] <0

—d
> -
" ogb(R)]

Definicdo: - log[p(R)] ¢ chamado de razao de convergéncia assintética.
Observagdo: Noteque p(R)=1" = logp(R)>0° = m—oo <& casoruim!

p(R)=0" = logp(R)> -0 = m—>0 € casootimo!

Considerando o método de Jacobi ponderado aplicado ao problema 1D, temos:
Ry=1-0) 1 -0oR;

Entao,

X(Rw):l—gk(A)

Observacdo: Note que o problema de procurar os autovalores de R, reduz-se ao problema de

procurar os autovalores de A.

Os autovalores de A sdo da forma
.2 K
A (A) =4sin (2—} I1<k<n-1
n

e os autovalores de R, sdo

Xk(Rm)=1—2msin2(¥], ~1<k<n-1
n

Note que se 0 <®w<1, entdo |Kk (R®)| <1, e o método de Jacobi ponderado é convergente.



Definicao: Os modos de Fourier na parte inferior do espectro, ou seja,

15

1<k <n/2, sdo chamados

de modos suaves (ou de baixa frequéncia). Os modos na parte superior do espectro, ou seja,

n/2<k <n-1, sdo chamados de modos oscilatérios (ou de alta frequéncia).

Tome k=1 (o modo mais suave):

Ay =1-2wsin’ (EJ
2n

entao,

A :l—2wsin2(ij e h:l

2n n
M =1—2wsin2(%hj (como sinX~X para X=0 )
th n h?

2
2

Portanto, o autovalor associado ao modo mais suave, estard sempre proximo de 1 (fator de

convergéncia péssimo).

Tome k=n-1 (o modo mais oscilatorio):

Ay =1-2wsin’ (h=Dn (como n ¢ grande, n-l — l)
2n 2n 2

Al

n

2 :
Ay :1—2w{sin(Mﬂ 1
2n

Ao z1—2wsing S A RlI-20

1/2 4
1/3 -

0

Lembre-se que se ® =1, temos Jacobi puro, ou seja, método ruim para

Por exemplo, para w=2/3,

1/2 2/3 1 O

modos oscilatorios.

kn_1| <1/3 (bom fator de convergéncia).
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Pode-se mostrar ainda que, para w=2/3, |kk|<l/3 e n/2<k<n-1.

Definicdo: |kn , N/2<k<n-1 ¢échamado de fator de suavizagao.

Observacdo: Note que o fator de suavizagdo n/2<k <n-1, ndo depende de h.

2.3. Resultados através de experimentagdo numérica

Vamos aplicar o método de Jacobi ponderado no problema modelo 1D homogéneo (2.1), ou seja,
Au =0, com n=64pontos.

Vamos usar estimativas iniciais constituindo de modos de Fourier puros (ndo combina modos).

Usamos ®=1 (Jacobi) e ®=2/3 (Jacobi ponderado).

Os graficos mostram o numero de iteragdes necessarias para reduzir o erro por um fator de 1072

para cada modo.

Iteragdes

w=1 w=2/3
100 100
80 80
wi
60 o0
U
i
2
40 40
20 20
0 k 0
0 8 16 24 32 40 48 56 64 0 8 16 24 32 40 48 56

Observagdo: Para @w=1, as componentes do erro de alta e baixa frequéncia sdo amortecidos muito
lentamente. Para @ =2/3 o0s modos suaves sdo amortecidos lentamente e os modos oscilatorios

mais rapidamente.

64
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Os graficos a seguir mostram a seletividade da propriedade de amortecimento.

Para isso, usa-se uma estimativa inicial consistindo de dois modos k=2 e k = 16, ou seja:

1] . (Zch) . (1671]]
Vj=— S| —— |[+Sm| ——
2 n n

com Jacobi ponderado, ®=2/3 e n=64.

Jacobi Ponderado com ®=2/3 - (w,+w,¢)/2 - Apo0s1 Iteragdo

Errov

Errov Jacobi Ponderado com ®w=2/3 - (w,+w,¢)/2 - Apos 10 Iteragoes
1
08
0,6
04 rcan S i . TS
02 <

0,1 0,2 0,3 0,4
-0,2

-0,4

-0,6

-0,8

Note que os modos de alta frequéncia foram rapidamente suavizados e os modos de baixa frequéncia

persistem.
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2.4. Consideracoes
e Vimos que o rapido decréscimo do erro durante as iteragdes iniciais € devido a eficiente
eliminacao dos modos oscilatérios, mas uma vez estes modos tenham sido removidos, as
iteracdes sdo pouco efetivas para reduzir os modos suaves.

¢ E nos modos suaves tem residuos pequenos e o erro cai lentamente. E nos modos oscilatorios

tem residuos grandes e o erro cai mais lentamente.

Definicdo: A propriedade de eliminar os modos oscilatérios e deixar apenas modos suaves, €

chamada propriedade de suavizacio.

Observacdo: Jacobi ndo possui tal propriedade; Jacobi ponderado sim.
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CAPITULO 3

ELEMENTOS DO METODO MULTIGRID

Muitos métodos iterativos possuem a propriedade de suavizacao (eliminar modos oscilatorios
deixando somente modos suaves).
Esses métodos podem ser modificados para tratar efetivamente todos os campos de erro (suave e
oscilatorio)?
Assumimos que um esquema de relaxacdo tenha sido aplicado até restarem apenas modos de erro
suaves.
Como estas componentes ficariam em uma malha mais grossa?

08

0,6

04
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n
Qﬂzlz , —=6>4=Kk (nimero de ondas) € modo suave
2

n . .
Qﬁ% 5= 3<4=k < modo oscilatorio

Modo suave em Q" foi projetado diretamente em 0" onde tornou-se mais oscilatério.
. . . n
Considere o k-ésimo modo da malha fina Q" , avaliado nos pontos pares. Se 1<Kk < 5 (modos

suaves), pode-se escrever:

. (Jkm .
@E,j = sm( J " j Obs.: | faz papel de X em sin X.

h o 2jkﬂ:_. jch_ 2h
O 2] s1n( . ) s1n(n/2j O |

~ o h -
Observacdo: O k-ésimo modo suave na malha fina Q" , torna-se o k-ésimo modo na malha grossa

Q% , tornando-se mais oscilatorio.

Considere o k-ésimo modo (k > Ej na malha fina Q". Este modo (oscilatério) sofre uma curiosa

transformagao: ele se torna o (n — K)-€simo modo na malha grossa o,

Este fendmeno chama-se aliasing.
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7 1 6 2 5 3
Note que: ¢ =—¢@ ; @ =—07; ¢ =—0¢".

Observagao: O k-ésimo modo oscilatorio em QM ¢ representado pelo (N — k)-ésimo modo suave em

Q2" (Exercicio 1)
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Importante: Modos suaves na malha fina tornam-se modos oscilatdrios na malha grossa. Isto sugere
que, quando o processo de relaxacdo comega a ficar lento, sinalizando a predominancia dos modos
suaves, ¢ recomendavel mudar para uma malha mais grossa, onde estes modos tornam-se mais
oscilatorios e o processo de relaxagdo serd mais efetivo.
Mas como passar o problema para uma malha mais grossa? Como suavizar os modos oscilatorios

do erro?

3.1. Nocoes basicas
Se v ¢ uma aproximagdo para a solugdo exata U, entdo e=u-v e¢ Ae=r=f -Av.
Entdo, podemos focar o processo de suavizagcdo das componentes oscilatorias do erro usando

diretamente a equacao residual na malha grossa. (Exercicio 2)

Estratégia:

e Suavizar Au=f em Q" ¢ obter V".

_ h
e Calcular '™ f—Av

0 Suavizar Ae=r em Q2" ¢ obter 2.

0 Obter e" em Qh, dado e*".

e  Corrigir a solucdo Qv o« Vel

Esta estratégia ¢ a base do algoritmo que ¢ chamado “esquema de correcdao” (CS — Correction
Scheme).

As questdes a respeito da transferéncia de informagao entre as malhas, ainda devem ser respondidas.
Para isso consideramos o caso onde a malha mais grossa tem duas vezes o espacamento da malha

mais fina, ou seja, razdo de engrossamento = 2.
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3.2. Restricao

Restricao ¢ a operagdo que transfere informacdes de Qn para Q% , € ¢ denotada por Iﬁ h.

Exemplo:
Injecio: v = Iﬁh Vh, onde
2h _,h
Vj _V2j
h O 1 2 3 4 5 6
Q : : : : : |
2h
2, Voo
Qi = = |
0 1 2 3
. N
Note que: 1< SE—I
Ponderac¢ao completa: v = Iﬁh Vh, onde

n
~-1

O operador de restricdo por ponderacdo completa ¢ um operador linear de RN para R2

Exemplo: para n=6 > Iﬁh: R - R?

Vi
Va
fr 2100 Vi
12y =1 Vb = _y2h
001 21 Vo)
Vq
Vs h
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Para o caso 2D, o operador de restri¢ao por ponderagcdo completa é dado por,

2h |2h h
h

AV A— \'}
onde:
1
V2h _ h h h h

i =Te Voi-1,2j-1 T V2i-1,2j+1 T V2i+1,2j-1 T Vais12j+1 F

h h h h h .. N
+2 (Vzi,zj—l TV2i2j+1 TV2i-1,2j T V2i+1,2j )+ 4 V2i,2j] > 1<l )< 5—1

Exemplo:
4 2

h h h
; Vi3 V3 V33

I2h
h h o ,2h

) Vi2 Vo2 V3o . 11

h h h
1 Vi1 Vo1 V34
0 1 2 3 4 0 1 2

h 2h
Q Q

oh _ L[ oh h h  .h h ,yh  oh . uh h
Vll :E V11+V13 +V31+V33 +2(V21+V23 +V12 +V32)+4V22]

Exemplo: Existe ainda a inje¢@o (somente em P), a meia ponderacao (N, S, E e W) e a ponderagao

parcial (N e S, ou E e W, dependendo da dire¢cdo de anisotropia).

hx h:ﬂ hx

&>>1

<
Il
—_
:|:‘
< b3
1l
)
<
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3.3. Prolongacio
Prolongacdo (ou interpolacdo) ¢ a operacdo que transfere informacdes da malha grossa %k para a
malha fina Q" , € € denotada por Igh .

A mais simples das interpolagdes ¢ bastante efetiva, portanto, vamos considerar a interpolacao

linear.
Exemplo: Interpolacio linear: v = Igh Vel
onde:
h 2h
V2j = V]
h. __( 2h 2“) 0<i<N_1
V2]+1_ Vj +VJ+1 > —1—2
h 0 1 2 3 4 5 6
Q | | } { : {
IhC 1 / \ ' / \T‘ /
2h 1 1 1
N V4 "B N % "N 4
Q } } |
0 1 2 3
Vi =vg" v =y
1=0 - h _1{2n,  2n ’ J=1 - h_1{2n .2n
Vl :—(VO +V1 ) V3 :—(Vl +V2 )

—-1
O operador Igh ¢ um operador linear de R2  para R

Exemplo: para n=6 2> Igh: R > R

1 0 v
2 0 Vv,
Vi
|§h v2h:l I 1 =<V %
2 V),
2
0 2 Vy
10 1) Vs

Lembrar que v, =0.
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Para o caso bidimensional, V=1 Qh Vel , onde
h 2h
V2i2j = Vi,j
h 2h
V2i+12j (VI j +V|+1 j) n
Bi-linear 0<1, ] SE_I
2| 2+ = ( Vi J+1)
h 1 2h 2h 2h
V2|+12]+1 - 4(\/ +V|+1 j +Vi Lj+1 +V|+1 j+1)
2 4
Ih 3
2h 2h 2h
Vo1 Vi .
1 2
h h
1 Vor [V
v J2 h
o 00 10 0 Voo [Vio
0 1 2 0 1 2 3 4
2h h
Q Q
Exemplo:
h 2h
Voo = Voo

h _1{2n, 2n
Vio = ) (Voo +Vio )
i= j =0 = 1

h 2h | .2h
Vo1 = (Voo +V01)

h _1{2n .2n .2h . 2h
Vil = (Voo +Vio tVo1 +Vi1 )

Quao bom ¢ o processo de interpolagao?

1)  Se o erro é suave na malha fina

Quando o erro na malha grossa ¢ interpolado para a malha fina, o interpolante ¢ também suave

e esperamos uma boa aproximagao para o erro na malha fina. Ver exemplos (a) e (b) da Fig. 1.
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i1) Se o erro ¢é oscilatorio na malha fina

Quando o erro na malha grossa ¢ interpolado para a malha fina, até mesmo boas aproximagdes

na malha grossa podem produzir interpolantes que ndo sdo acurados.

(a) (b)

(©) (d)

e malha grossa interpolante do erro na malha grossa

o malhafina === ————————————. erro na malha fina

Figura 1. (a) e (b) Se o erro exato em Q" (indicado por o ¢ ) ¢ suave, um interpolante do
erro €2 na malha grossa (linha sélida conectando pontos @) deve dar uma boa representacao
do erro exato. (c) e (d) Se o erro exato em Qn (indicado por o e ) ¢é oscilatorio, um

interpolante do erro e’" na malha grossa (linha sélida conectando pontos @) pode dar uma

péssima representacdo do erro exato.

Observacdo: Podemos concluir que o processo de interpolacdo ¢ mais efetivo quando o erro € suave.
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Lembrete:

erro suave erro suave
+ — = e

erro oscilatério

depois da r\\

suavizagdo

ficard suave Prolongamento

/ s efetivo

erro suave ndo
oscilatério, apds
suavizag¢do fica
suave

Propriedade variacional:

Dado | ﬁ "o operador de restricdo por ponderacao completa, e |'§h o operador de prolongacdo linear,

vale que
h _ oh | .
Lbh=C.\ly"), CeR (Exercicio 6)
Sendo A?" a matriz A na malha grossa, A pode ser tomada de duas formas:

1) Por rediscretizagdo do problema em o,

ii) Pela propriedade de Galerkin:

A =120 AP D
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3.4. Algoritmo
Esquema de Corre¢do (CS) para duas malhas
VARPERS (IR TG = Two-Grid

e Suavize AMul=f", V| vezes em Q" com estimativa V"

e Calcule r"=fh_ahyh

e Restrinja " para th, ou seja, calcule r2h = Iﬁh h

e Resolva A2 e2"=r2" em QN
e Interpole e2h para Q" ou seja, calcule eh = |£‘h e
e Corrija a solu¢do na malha fina, ou seja

Vh <« vh+eh

e Suavize AMul=f", V, vezes em Q" com estimativa V"

Observagdo: Na pratica, v; € v, (pré e pos suavizagdes, respectivamente) sdo aproximadamente

1,2 ou3.
Importante: O processo de suavizagao na malha fina elimina componentes oscilatérios do erro,

deixando apenas componentes suaves.

< . . : 2h - A
Supondo que a equacao residual € resolvida acuradamente em 2°', é importante a transferéncia do

. . h . ~
erro para a malha fina de uma forma precisa. Devido ao fato do erro ser suave em (2", a interpolagao

trabalha bem e a correcdo na malha fina ¢é efetiva.
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Exemplo numérico:

Considere o método de Jacobi ponderado com ®=2/3 aplicado ao problema unidimensional

A.u=0 com n=64 eusando como estimativa inicial

h 1{.(16jnj .[40jnﬂ
Vj =—|SIn| ——— |+ SIn
2 n n

Discutir a redugdo percentual da norma || e | , » quando:

e | suavizagdo (Qh ) 57%

e 3 suavizagdes (Qh ) : 36%

e 1 suavizagdo (QZh ) 26%

e 3 suavizagdes (th) ;8%

e 3 suavizagdes (Qh ) 3%

(ver graficos) [Trabalho Computacional 2] (pag. 47): sugestao de armazenamento

Ideia Multierid:

Qual a melhor forma de se resolver AZN g2 — 209

Este problema em 0" nio ¢ diferente do problema em Qn ( Ahyh = £h ). Entdo, podemos aplicar

o esquema de corre¢do de duas malhas para a equacao residual em Q% , OU seja, suavizar em 02"

e transferir o problema para Q™ ¢ efetuar o passo de correcao.

Nos podemos repetir este processo sucessivamente até a malha mais grossa possivel ou a mais
grossa desejada.

Vamos descrever um algoritmo para o esquema de correcao para diversas malhas.

Para fins de implementacao computacional, nds usaremos uma notagao especifica:
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e O vetor do lado direito (vetor dos termos independentes) da equagdo residual serd chamado

f2n (ao invés de r2h ), porque ele sempre sera um vetor do lado direito.

e O vetor solucdo da equagdo residual serd chamado u2h (ao invés de e ), porque ele sempre

serda um vetor solugao.

h

vih¢a aproximacao de u?".

Al yh = £h
AZhg2h _(2h o 20 20 _ 2h
E a estimativa para a equacgdo residual sera vih =0 (Ae=r,ouseja, e=0 teoricamente).

Assumimos que existem ¢ >1 malhas com espagamentos h, 2h, 4h, ..., (h= 271,

Esquema de correcdo (CS) com ciclo V:

Vo MG (" 1) MG = Multigrid
e Suavize A"uM=f", V| vezes com estimativa inicial v 1)

e Calcule r"=fh_ahyh

f2h

e Calcule = Iﬁh (" 2)

0 Suavize AZMy2h=f2" , V1 vezes com estimativa inicial vih=0 A3)

0 Calcule r2h = §2h _pa2h 2N

0 Calcule f*"= Ifﬁ‘ r2n “)

A4h u4h _ f4h

= Suavize , V| vezes com estimativa inicial vih =0 5)

= Calcule rh=f4h_p%hy4h

= Calcule SN =15"r%h (6)
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e Resolva ANy =f 7

= (alcule a correcao v vy Igﬁ' e 8
= Suavize A y4h = 4 , V5 vezes com estimativa inicial e &)
0 Calcule a correcao v vy Iﬂ]‘ a (10)
0 Suavize AZMu?M= f2h, VvV, vezes com estimativa inicial v2h a1
e Calcule a corregao Vi vy |Qh 2N (12)
e Suavize Au"=f" , V5 vezes com estimativa inicial v a3)
h .
® suaviza
2h o resolve
\ restringe
4h
/ prolonga
8h
¢h §2h g4 o
L JL 1 J L J
| ] 1 11 L ]
h 2h 4h 8h
v v

Devido ao formato deste diagrama (a ordem em que o algoritmo percorre as malhas), este algoritmo
¢ chamado de ciclo V.

O ciclo V pertence a uma familia de ciclos chamados de ciclo p.
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Esquema de correcdo (CS) com ciclo p:

Ve MGu(vh,fh)
1) Suavize Ayl = ¢h V] vezes com estimativa inicial v
2) Se Q" ¢ a malha mais grossa

V4 para o passo 4

Caso contrario:
Calcule rf = fMh_ Al D

r%h rh

Restrinja 20 =

v o

v MGp(VZh,th) L vezes.

3) Calcule a corregao Vi vy |§h v2h

4) Suavize Ayt = £h V, vezes com estimativa inicial v

Observacdo: Se p=1 temos o ciclo V; se p=2 temos o ciclo W (estes sdo os dois ciclos mais

usados).

N A AR
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e Como obter uma estimativa inicial melhor para o problema de suavizagdo na malha Q"o
Podemos para isso resolver o problema na malha 0™ e depois interpolar tal solugdo para ",
e Como obter uma estimativa inicial melhor para o problema na malha Q%Mo

Resolvemos o problema na malha 0" E assim por diante, até que se atinja a malha mais grossa

possivel ou mais grossa desejada.

Esta ¢ a ideia do Full Multigrid (FMG).

Observacao: O trabalho extra do FMG ndo ¢ caro computacionalmente, e se paga por si sO.

(Exercicio 8).

Exemplo: FMG

N /.
NN /.
WVARVAIRVARIN

~_7 Ciclo V

Exercicios:

Lista 3: Exercicios 1, 2, 6 ¢ 8. (dia 23/nov)

Trabalho Computacional 2: Reproduzir os dados da Fig. 3.5 da pagina 39 para 2 niveis, para ajudar
a ver a Fig. 4.1 da pégina 47 (adaptada para 2 niveis). Observagao: restricao

por injecdo, e prolongacdo por interpolagdo linear. (dia 30/nov)



35

CAPITULO 4

IMPLEMENTACAO

Agora vamos recorrer a alguns aspectos praticos da escrita de programas Multigrid. Tais programas

deveriam ser montados de forma modular (suavizagao, restri¢do, prolongacao, etc.).
4.1 ESTRUTURAS DE DADOS

Vetores solugdes e vetores dos termos independentes deveriam ser armazenados em um vetor da
forma adjacente.

Considere um problema unidimensional com n = 16 pontos, ciclo V e quatro niveis.

h
n=16 . s nivel 4 Q

2h
n =28 \ / nivel 3 Q
4h
n =4 \ / nivel 2 Q
8h
n=2 \/ nivel 1 Q

Devido as condi¢des de contorno, em geral, no nivel 7, tem-se 2041 pontos (diferengas finitas).

17

N4

pontos
armazenados

Necessitamos de dois vetores: um para guardar as solu¢des em cada malha e o outro para o vetor

dos termos independentes em cada malha.
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Vetor das solucoes Vetor termos independentes
v f (our)
Numero de pontos da malha Numero de pontos da malha
3 5 9 17 3 5 9 17
Inicializagao 0 0 0 0 0 0 0 fh
Suavizagdo em Q" :r" Q" 0 0 0 il 0 0 f2n X
Suavizagdo em Q2" . r2h _, o 0 0 y2h X 0 f4h X X
Suavizagdo em Q*" . r*" 5 Q8" 0 e X X £ 8 X X X
Resolva em Q" veh X X X X X X X
Corrija e suavize em Q* 0 v X X X X X X
Corrija e suavize em Q2" 0 v2h X X X X X
Corrija e suavize em Q" 0 v X X X X
Suavizag¢dao em o LPRIN ST CLIPEY URVLIN S
I:l Dados da malha atual
= fh_ Al yh Dados inalterados
o2 o g2 IIl Zeros

Suavizagao em Q. 2 0.

Suavizagdo em AT SNy LU

Resolva em Q°M :

A2h 20 _ §2n

2h _ §2h _ p2h2h

r
pdh a2 e
A4 4h _ g dn

P40 p4h _ a4 4h

(S 80 pdh s
ASD /8N _ £ 8h
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4.2 ARMAZENAMENTO (MEMORIA)

Pergunta: quanto o método Multigrid custa em termo de armazenamento?

Considere um problema d-dimensional com nd pontos.
Suponha n como poténcia de 2.

Dois vetores (V ¢ f) devem ser armazenados a cada nivel.

A malha mais fina, Qn , exige 2 n? de memoéria.

A malha imediatamente mais grossa, Q2" , exige 279 vezes a memoéria exigida por on.

Exemplo: d =1, 2_1=%; d=2, 2_2=%
A malha Q* exige 279 vezes a meméria exigida por ol , OU seja, 270074 =479,
A malha Q" exige p_OI vezes a memoria exigida por on.
Adicionando:
Memoéria =2n9 +279 2n%y+479 2n%)+...+p~@ 2n%) =
=2nd+27% 2nh+2729 2n%)+ ... +27 (2nY) (pois p=2")

Entao:

Meméria =2n° (1427942720 1 42™)

d
=2nd(1+i+ Lo+ lj < 2N (PA ¢ PG)

Exemplo: Parad=1 (unidimensional)

n1

Memoria < =4n

Para malha mais fina, Q": Meméria= 2 n

Memoria <4 n (no maximo, o dobro da malha fina).
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Observagdo: O custo de armazenamento (memoria) decresce quando a dimensdo do problema

cresce. (Exercicio 3)

4.3 COMPLEXIDADE (CUSTO COMPUTACIONAL)

Vamos estimar o custo computacional do método Multigrid.

Uma medida conveniente ¢ WU (Work Unit), que ¢é o custo para desenvolver um passo de suaviza¢do
na malha mais fina. Neste caso, desconsidera-se o custo associado a restri¢do e interpolacdo, que
geralmente ¢ cerca de 10 a 20% do custo total de um ciclo.

Considere um ciclo V com um passo de suavizagdo em cada nivel (v; =v, =1). Cada nivel ¢

visitado duas vezes e a malha QP" exige p_O| WU. Adicionando estes custos, tem-se:

Custo deumcicloV =2+2-27942.479 4 42. p_d =
=2+42-27942.0720 4 42.07M (pois p=2")
Entdo:
Custo deumcicloV = 2(1+2_d +2720 4 +2_”d) < 2_d WU
0 1-2
1-27¢
Exemplo: Para problemas 1D:
. 2
CustodeumcicloV < 0 =4 WU

1 1

N/ N/ N/
X/g 1/2\/1/2 1/2\ /1/9_

2,5 WU 1/4 1/4 1/4

3,25 WU 1/8

3,625 WU < 4 WU

Para outras dimensdes, Exercicio 4.
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No caso de FMG, assumimos v, =v|; =V, =1.
— G —

FMG pré, pos

Um ciclo completo iniciado de Q" custa aproximadamente WU.

Iniciando de Q" custa 279 de um ciclo completo.
Adicionando:

2

2 —d | ~-2d —nd
Custo FMG = 1+277 +2 +...+2 < wU
(1—2“’)( ) (1-279)2

Observagdo: Um ciclo FMG custa mais do que um ciclo V, mas a discrepancia ¢ menor para

problemas com dimensdes maiores. (Exercicio 5)

Exercicios:
Lista 4: Exercicios 3,4 ¢ 5. (dia 23/nov)
Trabalho Computacional 3:  Mescla dos Exercicios 13 e 14. (dia 14/dez)
Exerc. 13: n=32, o=2/3
Onde tiver ponderagao completa, leia-se injecao.
C=1, =0, k=2
Exerc. 14: o =2/3, retirar Gauss-Seidel red-black.

Trocar inje¢ao por ponderagdo completa.
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Formas alternativas de se medir a complexidade:

1) Tempo de processamento

- tepy
t log t

ajuste

log log |

N log N
t=cNP = logt=logc NP =logc+logNP

logt = plogN +logc
Se comparado com a reta Yy =a X+b, vemos que p ¢ a inclinagdo da reta (coeficiente angular) e C

¢ o coeficiente linear.

Mas note que temos que fazer um ajuste, pois os dados na escala bi-logaritmica nem sempre geram

uma reta.

[ n XX | |a i

>x o Yx | b i 2 XiYi

[ n > log X; a > logy;

| Slogx; Y(logx)® | |logc| [ logx;logy;

2) Contagem de flops (operagdes com numeros flutuantes)

Como medida para o desempenho do método Multigrid, ndés podemos contar o nimero de operacdes
com pontos flutuantes durante o processo iterativo, pois eles independem do hardware. Por
simplicidade, contamos adigdo, subtragdo, multiplicagdo e divisdo como sendo 1 flop cada.

Podemos ainda dividir o nimero de flops pelo numero de pontos da malha mais fina.



Exemplo:

ii=i-1

fator = -a(i) 7/ c(ii)

c(i) = c(i) + fator * b(ii + 1)
conta = conta + 5

end do

41



42

CAPITULO 5

CONVERGENCIA E EFICIENCIA (Trottenberg et al, 2001)

Frequentemente queremos determinar o fator de convergéncia  empiricamente, lembrando que a

unica quantidade disponivel ¢ o residuo r(rr'n) (numero de iteragdes: m=1, 2,3, ...).

Podemos medir, por exemplo: q(m) =

,-onde g (m) representa o fator

, em alguma norma apropriada, por exemplo,

de reducao médio do residuo nas m iteradas.

As primeiras iteradas ndo refletem o comportamento assintotico das iteragdes do Multigrid, entdo

podemos redefinir q M como

para m, pequeno (em geral, 2<my <5).

Exemplo: Equagdo de Poisson 2D no quadrado unitario, método Gauss-Seidel RB (red-black),

ciclos V(vi, v2) e W(vi, v2), ponderacdo completa, interpolagdo bi-linear, my =0,

n=256>¢ e=10""2.

Ciclo q™ qm a<gq
v, | " =001 | % =0,089 W<V
W(1,1) q" =0,063 | gV =0,060

E a medida do fator de convergéncia ¢ independente do tamanho da malha mais fina (h).
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Exemplo: Mesmos dados, exceto n, considerando a malha mais grossa possivel h=1/2 e q.
Ciclo h=1/512 | h=1/256 | h=1/128 | h=1/64 h=1/32 h=1/16
V(,1) 0,100 0,100 0,100 0,100 0,110 0,120
W(l,1) 0,063 0,063 0,063 0,063 0,063 0,067

Para escolher o Multigrid mais eficiente, ¢ importante olhar na velocidade de convergéncia e na

complexidade (seu custo). A velocidade de convergéncia pode ser medida pelo fator de

convergéncia e seu custo pode ser medido pelo tempo de CPU.

Exemplo: Mesmos dados, exceto n = 2562, redu¢do de ¢ por um fator de 10712 , tempo em ms.

Ciclo t cru
V(1,1) 759
V(2,2) 799
W(l,1) 819
W(2,2) 1469

Observacao:

qV)>qW)

tcru (V) <tcpu (W)

qM)>q W), mastcru (V) <tcpu (W), e portanto o ciclo V ¢ mais eficiente que

o ciclo W.



