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RESUMO

O tema do presente trabalho é a verificacdo numérica do problema de escoamento bifasico
uni e bidimensionais em meio poroso rigido, utilizando a formulacao mateméatica mista
pressao-saturagao. Neste ambito, utiliza-se a multipla extrapola¢ao de Richardson (MER)
com o objetivo de reduzir e estimar o erro de discretizacao. As solugdes numéricas foram
obtidas mediante o emprego do método dos volumes finitos (MVF) na dimensao espacial,
o método de Euler implicito para a dimensao temporal e a linearizagao pelo método de
Picard modificado. Na resolucao do sistema linear associado, foi utilizado o método de
Gauss-Seidel acoplado juntamente com o método multigrid para acelerar a convergéncia
do processo iterativo. As varidveis de interesse analisadas foram as pressoes para as
fases imida e nao imida localizadas no ponto central do dominio Os resultados obtidos
apontam que o emprego da MER é promissora para a redugao do erro de discretizagao e
aumento da ordem de acuracia das solu¢gbes numéricas estudadas. Em relagao a estimativa
para o erro de discretizagao, foram analisados alguns estimadores presentes na literatura.
Constatou-se que o estimador de Richardson Corrigido apresentou maior nivel de acuréacia
e confiabilidade, representando uma ferramenta robusta para a verificacdo numérica do
problema estudado.

Palavras-chave: Miultipla extrapolagao de Richardson, Erro de discretizacao, Estimador
de erro, Escoamento multifasico.



ABSTRACT

The focus of the present work is numerical verification of the one- and two-dimensional two-
phase flow problem in rigid porous media using the mixed pressure-saturation mathematical
formulation is considered. Within this framework, repeated Richardson extrapolation (RRE)
is employed with the aim of reducing and estimating discretization error. The numerical
solutions were obtained using the finite volume method (FVM) in the spatial dimension and
the implicit Euler method for the temporal dimension. In this resolution, linearization was
achieved through the modified Picard method, and for solving the associated linear system,
the coupled Gauss-Seidel method with multigrid was utilized to accelerate the convergence
of the iterative process. The variables of interest analyzed were the wetting and non-wetting
pressures located at the central point of the domain. The results indicate that the use of
RRE shows promise in reducing discretization error and increasing the accuracy order of
the studied numerical solutions. Regarding the estimation of discretization error, some
estimators from the literature were analyzed. It was found that the corrected Richardson
estimator exhibited higher levels of accuracy and reliability, representing a robust tool for
the numerical verification of the problem under study.

Keywords: Repeated Richardson extrapolation, Discretization error, Error estimator,
Multiphase flow.
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1 INTRODUCAO

O escoamento multifasico em meios porosos é um campo de estudo importante
nas Engenharias, especialmente em areas como a Engenharia de Petroleo, Hidrogeologia,
Engenharia Ambiental, Mecanica dos Solos, entre outros. Por exemplo, em campos de
petréleo, o escoamento multifasico em meios porosos é crucial para entender a migracao e
producao de petroleo e gas natural. Isso envolve o estudo do comportamento dos fluidos
no subsolo, incluindo a interacao entre agua, 6leo e gas. Em situacoes de contaminacao
ambiental, como vazamentos de produtos quimicos ou derramamentos de petréleo, o
escoamento multifasico em meios porosos é fundamental para prever a propagacao da
contaminacao no solo e na agua subterranea, bem como para desenvolver estratégias de
remediacao (Yildiz; Kazemi, 2016; Zhang; Parker, 1994). Para estudar estes problemas, sdo
formulados modelos matematicos que os representem. Tais modelos dependem, geralmente,
da saturagao, pressao e permeabilidade relativa. Independentemente de como esses modelos
sdo formulados, sdo gerados sistemas de equagoes diferenciais parciais (EDPs) acoplados
altamente nao lineares, que sao resolvidos por simulagoes numéricas. Nesse contexto, a
busca por métodos numéricos robustos, eficientes e acurados torna-se um campo relevante
da investigacao cientifica.

Neste trabalho, estuda-se um problema genérico envolvendo o escoamento bifasico
de fluidos incompressiveis e imisciveis em meios porosos rigidos, ou seja, a movimentagao
de dois fluidos distintos (como dgua e 6leo) que nao se misturam, através dos poros do
meio poroso rigido. O escoamento é governado pela interagdo entre as forcas de pressao,
viscosidade e capilaridade, além das propriedades do meio poroso, como permeabilidade e
porosidade. Portanto, esse sistema ¢ modelado por duas equagoes, uma para cada fase,
que sao acopladas devido a dependéncia da permeabilidade relativa e da pressao de ambas
as fases. Para resolver o sistema, é empregada a formulagdo mista pressdo-saturacdo, uma
técnica amplamente conhecida (Bastian, 1999). No entanto, ap6s a linearizagao, o sistema é
reescrito em um formato menos comum, no qual as pressoes sao tratadas como as variaveis
principais, e em seguida, é utilizado um método para acelerar a convergéncia.

Para resolver numericamente as equacoes considera-se o processo de discretizagao
nas dimensoes espaciais x = (z,y) e na dimensao temporal ¢. Em relagdo a ¢ é utilizado
o método de Euler implicito (Fortuna, 2012; Burden; Faires, 2016). Antes de realizar, a
discretizacao em x, é feita a linearizacao do sistema de equagoes utilizando o método de
Picard modificado (Celia; Binning, 1992). Finalmente, com o sistema linearizado realiza-se
a discretizacao de x utilizando o método dos volumes finitos (MVF) (Maliska, 2004; Golub;
Ortega, 1992).

Realizada a discretizagao espacial, obtém-se uma sequéncia de sistemas de equagoes

algébricas lineares, geralmente do tipo

Au = f, (1.1)
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onde, A é a matriz dos coeficientes, u é o vetor das incognitas e f é o vetor do termo fonte.
Esse sistema linear pode ser resolvido por diversos métodos (neste trabalho chamados
de solvers), entre eles, os métodos diretos e os iterativos. Devido as caracteristicas desse
sistema, esparso e de grande porte, neste trabalho é utilizado o método iterativo de
Gauss-Seidel acoplado (Gaspar et al., 2004), solver utilizado.

Ao iniciar o processo de resolucao do sistema linear, o solver tem uma taxa de
convergéncia relativamente alta, fazendo com que o erro associado ao processo iterativo,
denominado erro de iteragdo, diminua rapidamente para os erros de alta frequéncia, porém,
com o passar das iteracoes, quando restam apenas erros de baixa frequéncia, essa taxa
diminui e tal erro tende a cair muito lentamente, ou, em alguns casos, até mesmo torna-se
constante. Neste trabalho, o solver que reduz rapidamente os erros de alta frequéncia
restando apenas os erros de baixa frequéncia, sera tratado como suavizador. Para acelerar a
convergéncia de suavizador de forma eficiente é adequada a utilizacao do método multigrid
(Trottenberg; Oosterlee; Schiiller, 2001; Briggs; Henson; McCormick, 2000; Wesseling, 1992).
Tal método foi desenvolvido para superar as dificuldades dos métodos iterativos, visando
acelerar a convergéncia por meio de transferéncia de dados em malhas distintas, e com isso,
reduzir eficientemente todas as componentes do erro de iteragao. O método multigrid é
composto de um conjunto de diferentes malhas, percorridas ao longo do processo iterativo,
reduzindo todas as componentes do erro de forma eficiente.

Geralmente, as solugoes numéricas podem ser afetadas por erros numéricos, cujas
fontes sao erros de truncamento (Er), erros de iteragao (E7) e erros de arredondamento
(Er) (Ferziger; Peri¢, 2002; Marchi; Germer, 2013). O erro numérico passa a ser denominado
como erro de discretizacao (Ej) quando Ey e E; sdo minimizados ou mesmo inexistentes
(Roache, 2009). De todas as fontes de erros numéricos, o erro de discretizagao (Ej) é
considerado como a fonte mais significativa (Roy; Obeekampf, 2011). Contudo, as demais
fontes necessitam ser consideradas no ambito da verificagao numérica de uma solucao. Nesse
encalco, neste trabalho o erro de arredondamento é controlado mediante a utilizacao de
precisao dupla em todos os célculos. O erro de iteragao é reduzido com o emprego do método
multigrid até que se alcance o erro de maquina (mesma ordem do erro de arredondamento).
Entao, com a garantia do controle das demais fontes, o estudo sobre a reducdo do Ej,
passa a ter uma importancia significativa no sentido em que tal fonte é caracterizada na
literatura como prioritaria. Como formas de reduzi-lo, algumas alternativas sdo: (a) o
refinamento da malha, entretanto resultando em um aumento do custo computacional;
(b) o aumento da ordem de acurdcia das aproximagoes, o que leva a um aumento da
complexidade do modelo numérico; (c) a utilizagdo de técnicas de extrapolagao, como a
Extrapolacao de Richardson (ER), a qual é considerada um poés-processamento de fécil
implementagao e baixo custo computacional (Richardson; Gaunt, 1927; Sidi, 2003; Marchi;
Germer, 2013).



Capitulo 1. Introdugio 19

1.1 Revisao bibliografica

Nesta secao é detalhada uma revisao bibliogréafica de forma geral sobre os problemas

multifasicos, métodos de linearizacao e MER.

1.1.1 Problemas multifasicos

Simulac¢oes numéricas em escoamentos multifasicos sdao amplamente empregadas
para estudar o comportamento de sistemas em que duas ou mais fases de fluidos coexistem.
Esses escoamentos podem ser encontrados em uma variedade de aplicagoes industriais,
como na industria de petréleo e gas, Engenharia Ambiental, entre outros. As equagoes
governantes desses problemas sao altamente nao lineares representando uma dificuldade
significativa na sua resolugao, requerendo a aplicagao de métodos numéricos robustos e
eficientes. Para simplificar essas equagoes e tornar sua resolu¢do numericamente viavel,
diversas abordagens sao utilizadas. Por exemplo, no caso do escoamento bifasico, dgua e
ar simultaneamente, em um solo insaturado, pode-se supor que a fase do ar permanece
constante, ou ainda, igual a pressdo atmosférica (Celia; Bouloutas; Zarba, 1990), assim, o
sistema ¢é reduzido a fase aquosa apenas. Esta abordagem é chamada de aproximagao de
Richard (Richard, 1931). Porém, em alguns casos essa abordagem nao pode ser aplicada,
pois a fase do ar interfere significativamente no movimento da fase de agua, de modo que
é necessario utilizar o modelo de duas fases.

Considerando duas ou mais fases, o modelo matematico é altamente nao linear,
o que fez com que alguns trabalhos manipulassem as expressdes que interferem nesse
fato. O modelo de duas fases proposto por Li e Horne (2006) usou o método de Purcell e
a parametrizacao de Brooks-Corey para descrever o comportamento da permeabilidade
relativa em meio poroso imido consolidado. Segundo Li e Horne (2006), a integragao do
método de Purcell e da relagdo de Brooks-Corey em tal modelo aumenta sua capacidade
de descrever e prever o comportamento de escoamentos multifasicos em meios porosos.

Cihan, Birkholzer e Bianchi (2012) investigaram o efeito da heterogeneidade
geologica na retencao de CO, residual e dgua em reservatérios de arenito. Eles utilizaram
a parametrizacdo de Van Genuchten para modelar a pressao capilar e a permeabilidade
relativa do meio poroso, permitindo a simulagao do fluxo de CO5 e 4gua no reservatério
durante e apés a injecao de COs.

Esses problemas podem ser modelados por diferentes formulagoes matematicas. As
propriedades de cada formulacdo depende das particularidades do problema. Contudo, em
algumas formulagoes sdo usadas algumas novas varidveis (artificiais) que podem facilitar
a resolucao do sistema (Bastian, 1999). Formulagdo mista no formato saturagao-pressao
da fase (Bastian, 1999; Helmig, 1997), formulagao mista no formato saturagao-pressao
global e formulagao no formato pressao-pressao (Ataie-Ashtiani; Raeesi-Ardekani, 2010),

sao exemplos de formulagoes possiveis de serem aplicadas em problemas de duas fases,
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sendo as duas primeiras as mais comuns na literatura.

1.1.2 M¢étodos de linearizagao

Para encontrar a solu¢do numérica de um modelo de escoamento bifasico é
necessario escolher uma maneira de resolver o sistema acoplado de equagdes nao lineares.
Uma maneira de resolver esse tipo de sistema ¢é utilizar uma técnica de linearizacao para
aproximar tal sistema de equagoes num sistema de equagoes lineares e em seguida resolvé-lo
usando um método para sistemas lineares (Burden; Faires, 2016; Golub; Ortega, 1992).

O Método de Newton, considerado muito eficiente com convergéncia quadratica
pode ser usado para linearizar o sistema de equacdes nao lineares, porém ¢é custoso
computacionalmente devido ao alto custo com o calculo de derivadas em cada iteracao
(Burden; Faires, 2016; Golub; Ortega, 1992).

O método L-esquema (Radu et al., 2015) é outro método de lineariza¢do comum
devido a sua simplicidade, pois substitui a iteracao de Newton por uma iteracao de ponto
fixo. Esse método foi utilizado por Karpinski, Pop e Radu (2017) em um modelo de
escoamento bifasico em meio poroso com efeitos de capilaridade dinamica. O L-esquema,
nao requer etapa de regularizacao, pois nao utiliza cdlculo de derivadas geradas pela
linearizacao como no método de Newton e Picard. Por exemplo, no L-esquema a derivada
da saturacao ¢é substituida por um valor constante. Esse procedimento de linearizacao
foi apresentado por Pop, Radu e Knaber (2004) para resolver problemas nao lineares
elipticos, entretanto sua robustez ¢ limitada por uma convergéncia mais lenta, geralmente
convergéncia linear.

As técnicas de Picard sdo amplamente utilizadas. O Método de Picard (Golub;
Ortega, 1992) é mais eficiente, do ponto de vista computacional, mas nao é tao acurado
devido a aproximacao ser feita por uma parte linear e outra nao linear. A linearizacao pelo
método de Picard modificado (Celia; Bouloutas; Zarba, 1990) é baseada na forma mista
da equacao, permitindo a transicao das zonas insaturadas para as saturadas mantendo
a conservacao da massa. Este método foi criado no intuito de manter um baixo custo
computacional (em relagdo ao método de Newton) e a melhora de acuracia. Tal método
foi introduzido por Celia, Bouloutas e Zarba (1990), primeiro para a equacao de Richard e
depois para o problema de escoamento bifisico em meios porosos (Celia; Binning, 1992).

Uma comparagao de métodos de linearizagao, em particular entre o L-esquema e
o método de Picard modificado, foi realizado por Oliveira et al. (2020) para um problema,
de escoamento bifasico unidimensional em meios porosos rigidos combinado com o método
multigrid para a aceleracao na solucao dos sistemas de equagoes resultantes. Ainda sobre
o L- esquema Sabatini et al. (2020) (veja no Apéndice A) estabeleceu uma regra e um
valor de L que garante a convergéncia deste método de linearizacao aplicado ao mesmo

problema estudado em Oliveira et al. (2020).
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Um método de solugao para problemas de escoamento bifasico bidimensional em
meios porosos rigidos, baseado no método de linearizagao de Picard modificado combinado
com o método multigrid foi apresentado por Oliveira et al. (2024). Os autores mostraram

que o método desempenha eficientemente mesmo para meios aleatérios heterogéneos.

1.1.3 Multipla Extrapolagao de Richardson (MER)

A Extrapolagao de Richardson (ER) e a Multipla Extrapola¢ao de Richardson
(MER), uma aplicacao recursiva da ER, foram concebidas com o objetivo aumentar a
ordem de acuracia de solugoes numeéricas envolvidas na resolugao de equagoes diferenciais
por meio de diversos métodos de discretizagao, por exemplo, o método dos volumes finitos
(MVF) e o método de diferengas finitas (MDF). Dessa forma, nesta se¢ao sdo apresentados
alguns trabalhos relacionados a ER e a MER, em diferentes modelos matematicos.

Richardson e Gaunt (1927) aplicaram a ER com dois niveis de extrapolacio,
na equacao integral de Volterra e nas derivadas no Teorema de Leibnitz, melhorando a
acuracia das solugoes numéricas obtidas.

Overholt (1965) aprimorou o método ordinario de Aitken, que tradicionalmente
utiliza trés valores consecutivos de uma sequéncia que converge linearmente, para alcancar
valores acelerados com erros de qualquer ordem desejada. Ao tracar paralelos com a ER,
o autor apresentou uma abordagem direta para melhorar a convergéncia em processos
iterativos.

Em Joyce (1971) é possivel identificar semelhangas entre o método de ER e outros
métodos de extrapolagdo existentes. Este trabalho analisou o desenvolvimento dos métodos
de extrapolagao no contexto da analise numérica.

Christiansen e Petersen (1989) apresentaram uma abordagem para estimar as
ordens de extrapolacdo com base na expansao em série do erro de discretizagdo. Os
autores visaram desenvolver um método que permitisse a estimativa precisa das ordens de
convergéncia ao aplicar a MER a métodos numéricos, especialmente no contexto de métodos
de elementos finitos e outras aproximagcoes numéricas. Eles exploraram a eliminacao eficaz
dos termos de erro para melhorar a acuracia dos resultados e validaram sua abordagem
por meio de varias aplicagoes, incluindo a aproximacao de integrais e auto-valores.

Lima (1994) aplicou a ER num problema de valor de contorno modelado por
equagoes diferenciais ordinarias lineares de segunda ordem discretizadas com o MDF,
melhorando a acuracia dos resultados numéricos.

Ertuk, Corke e Gokgol (2005) aplicaram dois niveis da ER, utilizando trés malhas
distintas no problema de escoamento permanente bidimensional de fluido incompressivel
em uma cavidade com tampa médvel e obtiveram sexta ordem de acuracia para a solucao
numeérica.

Rahul e Bhattacharyya (2006) investigaram a ordem de acuricia de aproximagoes

numeéricas unilaterais, empregadas quando as condi¢oes de contorno envolvem o calculo de
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derivadas. Empregaram a MER com trés malhas distintas e dois niveis de extrapolacao e
atingiram a ordem de acuracia quatro.

Marchi e Germer (2013) avaliaram o desempenho de MER na redugao do erro
de discretizagdo (E)) quando associado a dez tipos de esquemas numéricos em CFD: de
primeira, segunda e terceira ordens de acuracia para resolver a equagao unidimensional
de adveccao-difusdao. As variaveis de interesse avaliadas foram: temperatura no centro do
dominio, média do campo de temperatura e taxa de transferéncia de calor. Os autores
mostraram que a MER é extremamente eficaz na reducao do erro de discretizagao para
todas a varidveis e esquemas numéricos atingindo uma ordem de acuracia superior a 18.

Marchi et al. (2013b) utilizaram a MER para reduzir e estimar o erro de
discretizagao de solugoes numéricas para a equacao de Laplace bidimensional. Os autores
utilizaram o MDF com malhas uniformes, aproximacoes de segunda ordem e condigoes
de contorno de Dirichlet e constataram que a MER reduziu significativamente o erro de
discretizacao, e que o estimador de erro de Richardson mostrou-se acurado. Também
relataram que para se obter um determinado nivel de acuracia pré-estabelecido, foi
necessario muito menos tempo de processamento e de memoria RAM com o uso da MER.

Martins (2013) analisou o desempenho da MER, utilizando as equagoes de Poisson
unidimensional, Burgers bidimensional e Navier—Stokes bidimensional com o MDF e o
MVF propondo um conjunto de procedimentos numéricos que reduziram o FEj. Foram
empregadas fungoes de interpolagdo polinomial em dominios uni e bidimensionais e técnicas
de otimizacao. Em relacao as estimativas do Fj,, foram analisados os desempenhos de alguns
estimadores disponiveis na literatura, e uma nova proposta de estimador para a MER foi
apresentada. Nesse trabalho concluiu-se que o erro de discretizagao é significativamente
reduzido e que a ordem de acuracia também ¢é elevada. Esses resultados foram considerados
também em Marchi et al. (2016).

AbdelMigid et al. (2017) analisaram a solugao das equagoes de Navier-Stokes
com escoamentos incompressiveis para a faixa de variacdo do ntimero de Reynolds entre
100 e 5000. Utilizaram computacao paralela para obter as solu¢oes numéricas em malhas
uniformes e a MER foi usada para a reducao dos erros de discretizagdo. Os autores
obtiveram uma elevagao da ordem de acuracia de 2 para 6.

Da Silva et al. (2020) apresentaram um procedimento completo da MER para
um tipo mais genérico de malha em escoamentos de fluidos compressiveis. Trés testes sao
realizados para equagoes de Euler unidimensionais e quase unidimensionais: escoamento
de Rayleigh, escoamento isentropico e escoamento adiabatico através de um bocal, todos
resolvidos com o MDF. O procedimento proposto aumentou a acuréacia obtida em todos os
trés testes, com o melhor desempenho observado para o escoamento de Rayleigh.

Rodrigues et al. (2020) verificaram a eficiéncia de MER para reduzir E}, quando
aplicada ao problema de poroelasticidade unidimensional. As varidaveis de interesse

analisadas foram o deslocamento e a pressao no centro do dominio e, o valor médio
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da pressao e do deslocamento. Verificou-se que o emprego de MER resultou em uma
redugao significativa da magnitude de Ej,, assim como numa elevagao da sua ordem de
acuracia.

Da Silva et al. (2022) empregaram a MER para melhorar a acurdcia das solugoes
numéricas de varidveis locais e globais obtidas usando o método de hidrodindmica de
particulas suavizadas (SPH) para problemas de conducao de calor unidimensionais em
regime permanente e transiente, com condi¢des de contorno de Dirichlet. Os autores
constataram que a MER é robusta na determinacao até a ordem de acuracia 16 para o
dominio espacial.

Rodrigues et al. (2022) realizaram um estudo para avaliar a eficiéncia de
MER, considerando variaveis com valores extremos, correspondentes ao problema de
poroelasticidade unidimensional. Os autores verificaram que a aplicagao direta de MER
em variaveis com valores extremos nao foi eficiente e utilizaram uma metodologia que
envolve interpolacao polinomial seguida de um método de otimizagdo previamente ao
emprego de MER. Os resultados obtidos indicam que a metodologia utilizada neste estudo
¢ promissora em termos de redugao do erro de discretizagdo e aumento da acurécia
das solugoes numéricas, além de possibilitar a obtencao de estimativas para o erro de
discretizacao confiaveis e acuradas.

Foltran, Marchi e Moura (2023) analisaram a eficiéncia de MER em problemas de
meios participantes e ndo participantes de transferéncia de calor por radiagao, alcangcando
bons resultados. As estimativas de erro mostraram-se acuradas e confidveis para verificacao
de codigo e solugao. Nesse trabalho também foram apresentadas equagoes que quantificam
o erro de discretizacao espacial dentro do dominio quando o Método das Ordenadas
Discretas é usado para simular problemas de meios participantes e quando regras basicas
de integragao numérica sao usadas para resolver problemas de meios nao participantes.

Kwiatkowski Junior (2023) empregou a MER para reduzir e estimar o erro de
discretizacao na simulagao do processo de aeragao da massa de graos utilizando o modelo
proposto por Thorpe (Thorpe, 2001). O autor comparou o MVF com o método de diferengas
finitas (MDF) usando cinco esquemas de aproximagoes numéricas: de primeira e segunda
ordem. O autor mostrou que a MER reduziu significamente o erro de discretizagao. Em
relagdo as estimativas do Ej,, foram analisados os desempenhos de alguns estimadores
disponiveis na literatura, concluindo que o estimador de Richardson é o mais adequado
para o modelo estudado.

Leduc (2024) realizou um estudo para analisar as oscilagbes na convergéncia
do prego das opcoes, utilizando métodos de arvore. Segundo o autor, o uso da MER ¢é
dificultada por essas oscilagoes. Tais oscilagoes geralmente surgem devido as flutuagoes
nas posigoes dos nés em torno das descontinuidades na fungdo de pagamento ou em suas
derivadas, em que elas impedem o uso eficaz de métodos de rede quando é necessaria alta

eficiéncia. Foi proposto o desenvolvimento de uma arvore trinomial que ajusta precisamente
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as posigoes dos nos para se alinharem com as descontinuidades ao longo da vida 1util da
opcao e em varios passos de tempo. Esse alinhamento permite o uso da MER para alcancar
convergéncia de alta ordem, especialmente préximo das barreiras.

Nesta se¢ao, sao apresentados diversos estudos que demonstram a eficiéncia da
Multipla Extrapolacao de Richardson (MER) para a redugdo do E}, em diferentes modelos
matematicos. Contudo, até o momento, nao foram encontrados estudos que explorem o
uso da MER em modelos aplicados a problemas de escoamentos multifasicos. Diante disso,
esta tese se propoe a preencher essa lacuna na literatura ao analisar o emprego da MER
para reduzir e estimar o erro E}, neste tipo de problema, com o objetivo de aumentar o

nivel de acuracia e confiabilidade de suas solugoes numéricas.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é analisar o comportamento do Ej, em problemas
de escoamentos bifasicos, bem como o emprego da MER para reduzir e estimar o Fj,. Dessa

forma, admite-se como objetivos especificos:

 resolver problemas de escoamentos bifasicos;
o avaliar a eficiéncia da MER na reducao do Ej;

e encontrar estimativas acuradas para o Fj, ao empregar-se a MER.

1.3 Organizacao do texto

Este texto estda dividido em mais 5 capitulos, como segue. No capitulo 2, é
apresentada a fundamentacao tedrica deste trabalho, que envolve conceitos basicos em
problemas multifasicos em meios porosos, o método de discretizacao espacial e temporal,
métodos de linearizagdo, o método multigrid, conceitos e defini¢does sobre erros numéricos,
ordens efetiva e aparente, Extrapolagao de Richarson e os aspectos referentes a obtencao de
estimativa para o erro de discretizagao. No capitulo 3, é apresentado o modelo matematico.
No capitulo 4, é apresentado o modelo numérico. No capitulo 5, sdo apresentados os
resultados obtidos com a aplicagao de MER e, finalmente, no capitulo 6 sdo apresentadas

as consideragoOes finais, as principais contribuigoes e sugestoes para trabalhos futuros.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Neste capitulo é apresentado o embasamento necessario para o desenvolvimento
deste trabalho, isto é, conceitos basicos sobre escoamentos multifasicos em meios porosos,
o método dos volumes finitos, o método de Euler implicito, método de linearizacao,
conceitos sobre os erros numeéricos, extrapolacao e miltipla extrapolacao de Richardson e

os estimadores de erros.

2.1 Definigoes basicas de escoamentos multifasicos em meios porosos

Nesta secao serao introduzidas as propriedades essenciais dos problemas
multifasicos em meios porosos. O meio poroso é um corpo constituido por uma parte soélida
(por vezes chamado de matriz sélida) e por vazios que podem estar preenchidos por um ou
mais fluidos. No caso de escoamentos multifasicos, os espacos vazios sao preenchidos por
dois ou mais fluidos, que neste trabalho, sdo admitidos imisciveis entre si, ou seja, fluidos
que nao se misturam (por exemplo, dgua e 6leo). A Figura 1, mostra um meio poroso
completamente preechido apenas por dgua (sistema monofésico, a esquerda) ou preenchido

com agua e 6leo (sistema bifdsico, a direita).

Figura 1 — Ilustracdo de um meio poroso preenchido com um ou dois fluidos.

S
O

[:l Matriz sélida D Agua l:l Oleo

Fonte: Adaptado de Bastian (1999).

O material poroso assume muitas formas e meios. Por exemplo, materiais porosos
como espumas de polimero, 1a de vidro e 1a de rocha sao utilizados como isolantes térmicos
e acusticos em edificios e aplica¢oes industriais. Sua estrutura porosa ajuda a reduzir
a transferéncia de calor e som, tornando-os ideais para melhorar o conforto térmico e
acustico em construgoes (Silva; Gaspar; Pereira, 2014). Estruturas porosas também sao
utilizadas em aplicagoes biomédicas, como engenharia de tecidos e implantes (Woodruff;
Hutmacher, 2010). Outro exemplo de material poroso muito utilizado na Engenharia Civil
é o concreto, devido as suas propriedades especificas. O concreto é caracterizado por conter

uma quantidade significativa de vazios ou poros em sua estrutura, o que confere uma série
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de vantagens em varias aplicacoes, por exemplo pavimentagdao permeavel e estabilizagao
de solos (Zhu; Lura; Weiss, 2014). Outros exemplos de meios porosos sdo: terra, areia,
espuma de borracha, arenito, pulmoes, rochas vulcanicas, etc.

A Figura 2a apresenta a areia que é um material com alta porosidade e é um
componente essencial na producao de concreto e argamassa. A porosidade da areia ajuda a
fornecer uma estrutura estavel para esses materiais quando misturados com cimento e agua.
A Figura 2b apresenta um concreto com alta porosidade. Este tipo de concreto é utilizado
para pavimentos onde se deseja permear e armanezar agua para reduzir o escoamento
superficial em caso de tempestade. A Figura 2¢ mostra um pimice (pedra-pomes), uma
rocha vulcanica. Ela contém grandes poros de tamanhos de milimetros ou até mesmo
centimetros. Os poros sao formados por bolhas de gas provenientes da exsudacao de
volateis durante o resfriamento da lava. A Figura 2d mostra a espuma de poliuretano que

é utilizada na fabricagdo de implantes biomédicos.

Figura 2 — Materiais Porosos.

(a) Areia. (b) Concreto.

Fonte: Adaptado de Cheng (2016).

Frequentemente o meio poroso tem uma geometria complexa, por isso ndo pode
ser descrito por um ponto, pois cada ponto pode conter apenas sélido ou apenas fluido.
Por isso, neste trabalho é utilizada uma abordagem comum que em vez de considerar um
tnico ponto, é considerado o volume elementar representativo (Representative Elementary
Volume, REV). O REV é o menor volume possivel que pode conter uma quantidade

representativa de vazio e sélido de forma que seja possivel definir as propriedades médias
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(macro) com eles. A Figura 3 apresentada por Kvashchuk e Radu (2017) exibe uma maneira
para escolher o tamanho do REV mais adequado. Nota-se pela Figura 3 que podem ocorrer
oscilagoes aleatdrias em relacao a parte vazia se o REV for muito pequeno, assim sendo, a
regiao escolhida pode ter muitos espacos vazios ou poros, nao representando o meio em
andlise. Portanto, é necessario aumentar o tamanho do REV para obter um equilibrio (V}
na Figura 3). O volume de vazios no REV dividido pelo seu volume total é chamado de

porosidade. Essa quantidade é adimensional e esta entre 0 e 1.

Figura 3 — Representacao da relagdo entre o vazio e o volume REV.

@000y

Fragdo de vazio

0 Vi Volume

Fonte: Adaptado de Kvashchuk e Radu (2017).

A Tabela 1 mostra os valores aproximados esperados das porosidades em varios

materiais porosos.

Tabela 1 — Valores de porosidades.

Concreto 0,02 - 0,07
Arenitos 0,08 - 0,38
Cascalho 0,25 - 0,40
Areia 0,25 - 0,50
Silte 0,35 - 0,50
Argila 0,40 - 0,70
Fibra de vidro 0,88 - 0,93
Espuma metalica 0,98

Fonte: Adaptado de Kaviany (2012) e Yu et al. (2015).

De acordo com Bastian (1999), um meio poroso é homogéneo se a quantidade
(média) macroscopica de um pardmetro for o mesmo valor em todo o dominio. Caso
contrario, é chamado de heterogéneo. Na Figura 4a é possivel observar que o meio tem
poros diferentes com graos grandes e pequenos, logo, é heterogéneo em relagao a porosidade.

Entretanto, na Figura 4b os poros sao todos iguais, logo, um meio homogéneo.
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Figura 4 — Tlustracao de meios porosos: (a) Heterogéneo e (b) Homogéneo.

(a) Meio poroso heterogéneo. (b) Meio poroso homogéneo.
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Fonte: Bastian (1999).

2.1.1 Equacoes governantes

Considerando que o espago vazio do meio poroso é preenchido por duas fases de
fluidos imisciveis e incompressiveis!, entdo a conservacao de massa dos fluidos pode ser

expressa por (Celia; Binning, 1992)

0(pabs
(pat) + V- (pala) = Fo, em 2 x[0,tf], (2.1)

em que 2 C RY comd=1, 2, 0,¢f] é um intervalo de tempo dado com ¢; sendo o tempo
final e o = w, n sdo as fases do fluido imida e ndo timida?, respectivamente.

A equacao (2.1) mostra que a taxa de variagdo da massa do fluido em um volume
de controle arbitrario V' C (2 é igual ao escoamento liquido sobre a superficie OV e a
contribui¢ao das fontes dentro de V' (Bastian, 1999).

As varidveis na equagdo (2.1) tem os seguintes significados:

e pa(z,t) é a densidade do fluido da fase v dado em [kg/m?]. Neste trabalho a densidade

¢ um valor constante pois sao considerados fluidos incompressiveis;

e 0, = P(x)S, ¢ uma varidvel adimensional composta pela porosidade @(x) e saturagao

Sa(x,t) e é usada apenas para simplificacao;

o @(x) é a porosidade do meio poroso. Em meios heterogéneos é uma fungao de posigao.
Em geral, a porosidade pode depender da pressao do fluido ou do tempo (por exemplo,

inchago da argila), mas esses efeitos nao sao considerados neste trabalho;

'Fluidos incompressiveis tém sua densidade constante.

2Em um escoamento bifsico, sempre temos uma fase iimida e uma fase néo timida. O fluido que é
preferencialmente atraido pela superficie sélida é chamado de fluido imido. O angulo de contato desse
fluido com a superficie sélida é menor que 90°. O outro fluido é referido como fluido ndo timido (Bastian,
1999; Kvashchuk, 2015).
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o Su(z,t) é a saturagao da fase o do fluido. E uma quantidade adimensional definida
como uma fragdo do espago de poro ocupado pelo fluido a em REV. Portanto, S, (x,t)

possui um valor entre 0 e 1;
o V. ¢é o operador divergente,

e qq, ¢é o vetor de fluxo volumétrico do fluido da fase « (descrito pela equagao (2.2))

dado em [m?/s];
o F,(x,t) é o termo fonte da fase o com unidade [kg/m3s].

O fluxo volumétrico é dado pela lei de Darcy generalizada para o caso multifasico

(Bastian, 1999), que é escrita como

Ko

«

Qo = (vPa - pag)? (2'2)

onde as varidveis na equagao (2.2) tem os seguintes significados:

e K, & o tensor simétrico da permeabilidade absoluta em [m?], dado por
Koz - kra(*ga)Ka

isto é, um fator escalar adimensional, sendo k,.,(S,) a permeabilidade relativa do
fluido da fase a e K é a permeabilidade absoluta independente do fluido (Bastian,
1999);

o pio(z,t) é a viscosidade dindmica do fluido da fase a em [Pa s|. Neste trabalho

considera-se que a viscosidade é constante;
e V é o operador gradiente;

e pa(z,t) é a pressdo do fluido da fase o em [Pa] = [N/m?]. Neste trabalho, esta é a

funcao incognita a ser determinada pelo modelo matematico;

« g é o vetor da aceleracio gravitacional em [m/s?.

Quando se trata de escoamentos bifasicos é necessario lidar com um sistema
onde parte dos poros ja estao ocupados com um fluido, o que obstrui o escoamento do
outro fluido. Isso implica em menor permeabilidade para ambos os fluidos. Por isso, a
necessidade da permeabilidade relativa que é diferente para cada fase «, obedecendo a
restricao 0 < k,o(S,) < 1 (Bastian, 1999).

Inserindo K, = k,o(S.)K na equagao (2.2) obtém-se

kTOé
[ha

Ao = —— K (VDo — pag). (2.3)
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Considerando um fluido incompressivel e desconsiderando os efeitos da
gravidade,’? inserindo a equagdo (2.3) na equacao (2.1) e definindo a quantidade
Ao = kﬂ como sendo a mobilidade (Bastian, 1999), obtém-se a equagao da conservagao
de massa dos fluidos de forma, simplificada

6(6a) o Fa
5~ AV (KVpo) = o (2.4)

Além dessas equacoes, existem as seguintes rela¢oes auxiliares: S, + 5, = 1 e
De = Pn — Pw- Essas relagoes implicam que a soma da saturagao das fases deve ser igual a
1 e que a pressao de capilaridade p. é definida como a diferenca entre as pressoes p,, € p.
Também é possivel verificar que, da relacao S, + S, = 1, segue que 0,, + 6,, = ¢ (Bastian,
1999; Helmig, 1997).

2.1.2 Pressao capilar e permeabilidade relativa

Os modelos mais comuns para a pressao capilar e a permeabilidade relativa
sao baseados em experimentos laboratoriais. Dessa forma, existem na literatura alguns
modelos a respeito desses parametros, como por exemplo o modelo de Van Genuchten,
que ¢ utilizado neste trabalho. Em tal modelo, a pressao capilar é escrita dependendo da

saturacao efetiva, ou seja,

Pe(Sa) = pe( S, Y™ — 1) mws, (2.5)

«

em que p, é a pressio de entrada e S, é a saturacdo efetiva da fase . Se p, = 0, entéo
G 1

vg
Genuchten. Os valores tipicos de n,, estdo na faixa de 2 a 5 (Bastian, 1999). No caso

Sa = 1. Temos ainda que m =1 — ——, sendo que p, € n,, sdo parametros livres de Van

particular em que o = w (fase imida), temos a expressao

o Sw - Swr
B 1-— (Sw'r + S’m’),

S (2.6)

em que S, € a saturagao residual da fase . A Figura 5 mostra a pressao capilar calculada
pela funcao de Van Genuchten para diferentes valores de n,g, p. = 3 € Sor = 0.
As funcoes de permeabilidade relativa, dadas por Van Genuchten, para o sistemas

de duas fases (imida e ndo timida) sdo dadas por

() = V/8u(1— (1= (5,)/™)m)2, (2.7)

'Em escoamentos onde as fases fluidicas, como agua (fase imida) e 6leo (fase ndo timida), apresentam
densidades similares ou quando a diferenca de densidade nao desempenha um papel crucial no
comportamento do escoamento, a gravidade pode ser ignorada. Neste caso, a gravidade nao gera uma
diferenca significativa no movimento das fases (Helmig, 1997).

2Quando o escoamento ocorre em um meio poroso horizontal ou com inclina¢io minima, a forca
gravitacional atua perpendicularmente a direcdo do fluxo. Isso significa que a gravidade nao afeta o
movimento do fluido nas diregoes horizontais e o gradiente de pressao é o principal responsavel pelo
escoamento.
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Figura 5 — Fung¢ao da pressao capilar de Van Genuchten para diferentes parametros n,4, pe = 3
e Sor = 0.
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Fonte: O autor (2024).

Ky (Sw) = /1 — Sp(1 — S 1/my2m. (2.8)

em que m é o mesmo pardmetro definido na equacao (2.5). A Figura 6 mostra a
permeabilidade relativa calculada pela funcao de Van Genuchten para diferentes valores
de nyy € Sor = 0.

Vale ressaltar que existem na literatura outras parametrizacoes para as variaveis
mostradas nesta segdo, entre elas, a parametrizagdo de Brooks-Corey (Bastian, 1999).
Neste trabalho foi escolhida a parametrizacao de Van Genuchten por razoes apresentadas
em Slompo, Pinto e Oliveira (2023) e Oliveira et al. (2024).

2.2 Meétodos de linearizacao

Quando se esta resolvendo um modelo matematico correspondente a um problema
de Engenharia, é frequente a necessidade de se obter a solu¢ao de um sistema de equagoes
nao lineares. Observa-se que em geral é dificil se obter a solugdo deste tipo de sistema.
Portanto, pode-se aplicar um método de linearizacao. Neste trabalho, é utilizado o método
de linearizacao de Picard modificado. Nesta secao, sao apresentados apenas os conceitos
basicos da linearizacao de Picard e mais detalhes sobre Picard modificado serdo dados na
secao 4.2.

Para entender como ocorre este processo de linearizagao, baseia-se em Golub e

Ortega (1992).
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Figura 6 — Fungao da permeabilidade relativa de Van Genuchten para diferentes pardmetros n,4
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Fonte: O autor (2024).

Considera-se um sistema nao linear com n equagoes e n incégnitas que pode ser

escrito na forma
fl(.%'l,xg, e ,In) = 0
0

X1, T2, ..., Tp) =
Ja(@q, 22 ) | (2.9
fn(fl’l,QZQ, e ,SL’n) = O
ou na forma vetorial
F(X) =0, (2.10)
onde X = (z1, 3, ..., x,)" é o vetor de incognitas, F'(X) = (f1(X), fo(X), ..., fu(X)T

e 0 é o vetor nulo de R". Aqui, é considerado que o sistema da equacao (2.10) tenha pelo
menos uma solugao.

Em muitas situagoes o sistema dado pela equagao (2.10) pode ser representado na
forma

F(X) = AX + H(X) =0, (2.11)

onde A é uma matriz ndo singular e H é um vetor de fun¢des nao lineares. Neste caso, um

procedimento iterativo bem natural é
AXST = —H(X?), (2.12)

em que s =0, 1, 2, ... indicam os passos de iteracao. O processo iterativo da equacao

(2.12) é conhecido como iteragao de Picard.
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No método de linearizacao de Picard modificado (Celia; Bouloutas; Zarba, 1990;
Celia; Binning, 1992; Oliveira et al., 2024), em vez de todas as varidveis serem usadas
como estimativas conhecidas, apenas uma delas segue essa abordagem, enquanto a outra

variavel é aproximada pela série de Taylor de segunda ordem.

2.3 Método dos volumes finitos

Para se obter a solugao numérica de um sistema de equagoes diferenciais parciais
(EDPs), primeiramente é necessario discretizar o dominio de calculo e com isso, gerar uma
malha de pontos ou volumes, onde os termos da equagao sao aproximados, resultando em
um sistema de equacoes algébricas envolvendo as fungoes incégnitas. Os métodos numéricos
mais utilizados na discretizacao das equagoes diferenciais sao o método das diferencas
finitas (MDF) (Golub; Ortega, 1992; Ferziger; Peri¢, 2002; Saad, 2003; Pletcher; Tannehill;
Anderson, 2013), dos volumes finitos (MVF) (Golub; Ortega, 1992; Maliska, 2004) e dos
elementos finitos (MEF) (Hughes, 2000; Thompson, 2005). Neste trabalho ¢é utilizado o
MVF. Umas das vantagens desse método ¢ que ele pode ser aplicado em qualquer tipo de
malha, em geometrias complexas e diferentes sistemas coordenados (Ferziger; Peri¢, 2002).

No MVF o dominio de calculo é dividido em um ntmero finito de subdominos
conhecido como volumes de controle (VC), os quais envolvem um tnico ponto nodal da
malha, onde os valores da varidvel de interesse sdo calculados (Patankar, 2018). Em seguida,
cada EDP ¢ integrada sobre cada VC. Para as variaveis nas faces sao utilizadas fungoes
de interpolagdo em termos de valores nodais (Patankar, 2018). Segundo Patankar (2018),
no caso de sistemas de equagoes diferenciais, onde ha mais de uma variavel de interesse,
todas as varidveis podem ser posicionadas no centro do volume (arranjo colocalizado, veja
a Figura 7 - esquerda), ou posicionar algumas variaveis no centro do volume e outras em
suas faces (arranjo desencontrado, veja a Figura 7 - direita). Neste trabalho, é utilizado o
primeiro caso, por simplicidade na implementacao das condi¢oes de contorno e devido ao
uso do método multigrid, que é mais vidavel com o uso deste tipo de arranjo (Oliveira et
al., 2024).

A organizac¢ao dos VCs em uma malha unidimensional e bidimensional uniforme
é apresentada na Figura 8, em que as letras maiusculas P, N, S, W e E representam
o centro do volume e seus vizinhos norte, sul, oeste e leste, respectivamente, e as letras
minusculas n, s, w e e representam as faces norte, sul, oeste e leste do VC, respectivamente.
Note que na Figura 8, além da notacao por pontos cardeais, hd também a notagao (i,7).
Nesta figura, h, h, e h, representam os tamanhos dos VCs nas direcoes indicadas.

Como ilustracao da aplicacao da técnica de volumes finitos, é considerado um
caso simples unidimensional que nao esta diretamente relacionado ao modelo matematico

estudado, mas com grande apelo didatico.
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Figura 7 — Malhas com arranjos colocalizado (esquerda) e desencontrado (direita) para as variaveis
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Fonte: O autor (2024).

Figura 8 — Disposicdo de um volume de controle P e seus vizinhos em uma malha uniforme
unidimensional (esquerda) e bidimensional (direita).
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Fonte: O autor (2024).

Seja a equagao

d (du
) = 2.1
dx (dm) 0, (2.13)

em que u = u(x). Ao integrar a equagao (2.13) sobre cada VC, temos

e (ZZ) V=9, (2.14)

sendo dV o elemento de volume de controle P. Com a aplica¢ao do teorema da divergéncia

de Gauss (Kreyszig, 2011) a equacao (2.13), obtém-se

//Azllz-ndA:O, (2.15)
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sendo dA o elemento de area da superficie do volume de controle P e n o vetor unitario
normal a superficie do elemento dA.
Em seguida, integra-se a equagdo (2.15) em relacdo ao volume de controle P,

conforme a Figura 8 (esquerda), obtendo

/A;tt'ndAz Kzz)e— (f;;)w] A=0, (2.16)
//AZZ'“dA ~ (ﬁ)e - (;h;)w = 0. (2.17)

Para aproximar as derivadas da funcao u nas faces w e e do volume de controle
P, ¢ utilizado o esquema CDS (Maliska, 2004). Assim

du ulp — ulp
— = — 2.18
<dm>e h (2.18)

du ulp — ulw
— =— 2.1

Finalmente a equagao (2.17) pode ser reescrita como

portanto,

U‘E—’U,|P _ u\p—u|W
h h

= 0. (2.20)
Ao rearranjar os termos dessa equagao, obtém-se um sistema linear do tipo
apup = awuw—{—aEuE+bp, (221)

em que

A equagao (2.21) representa a equagao discretizada para um VC interno genérico.
Para obter o sistema de equacoes algébricas completo, é necessario também obter as
equacgoes algébricas para os volumes de controle que estao nas fronteiras, podendo ser
usada a condi¢do de contorno de Dirichlet, Neumann ou Robin (Patankar, 2018). Algumas
formas de aplicacao das condigdes de contorno sao: volumes ficticios, balanco para os
volumes da fronteira ou meio-volume (Maliska, 2004). Neste trabalho é utilizada a técnica
de volumes ficticios que tem a vantagem de ser de facil aplicacdo, manter as mesmas
equagoes/formulagoes para todos os volumes internos e os volumes permanecerem inteiros
(Oliveira et al., 2020).

Para ilustrar essa técnica considera-se a Figura 9. Adicionamos volumes auxiliares

ao redor do dominio, de modo que as condi¢des de contorno originais do problema continuem
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Figura 9 — Condic¢des de contorno com volumes ficticios na fronteira.
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FONTE: O autor (2024).

sendo satisfeitas. Como exemplo, para a condi¢ao de contorno de Dirichlet, utilizada neste

trabalho, a propriedade na fronteira a esquerda u. é conhecida e pode ser escrita como

Uy = “P;“E (2.22)
Ao reescrever a equagao (2.22), obtém-se
up = —ug + 2u.. (2.23)

Ao comparar a equagao (2.23) com a equagao (2.21), obtém-se os coeficientes e o

termo fonte do volume ficticio

ap =1,
ag = —1,
aw =0,
bp = 2u,.

Neste trabalho, a ideia apresentada nessa secao sera facilmente estendida para o

caso bidimensional e para o caso onde temos sistemas de EDPs.

2.4 Meétodos para a aproximacao temporal

Para as aproximacoes das derivadas temporais, na literatura sao encontradas
as seguintes formulagoes numéricas: explicita, implicita e totalmente implicita (Maliska,
2004; Tannehill; Anderson; Pletcher, 1997). Uma formulagao é dita explicita a um passo
de tempo quando todas as incégnitas vizinhas ao ponto i sdo avaliadas nos passos de
tempo anteriores (n) e, portanto, ja sdo conhecidas (veja a Figura 10); semi-implicita a
um passo de tempo ocorre quando as incognitas vizinhas ao ponto ¢ sao avaliadas nos
passos de tempo atual (n + 1) e anterior (n) (veja a Figura 11); e implicita a um passo de
tempo quando todas as incégnitas vizinhas ao ponto ¢ sao avaliadas no passo de tempo
atual (n + 1) e, portanto, nao sao conhecidas em sua totalidade (depende da ordenagao de

atualizacao das incognitas) (veja a Figura 12).
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Os métodos explicitos sao métodos de primeira ordem e condicionalmente estaveis;
os semi-implicitos sao métodos de segunda ordem e incondicionalmente estaveis e, os

métodos implicitos sdo de primeira ordem e incondicionalmente estéveis (Burden; Faires,

2016).

Figura 10 — Aproximacao temporal: formulacao explicita.

1—1 i i+1

° o, ° n+1
L } » n
i—1 7 i+ 1

FONTE: Maliska (2004).

Figura 11 — Aproximacao temporal: formulacdo semi-implicita.

i—1 7 i+ 1

® o« ® n+1
L 4 @ L 4 n
1—1 i i+1

FONTE: Maliska (2004).

Figura 12 — Aproximacao temporal: formulagdo implicita.

i—1 7 i+ 1

® o o ® n—+1
° } ® n
1—1 i 141

FONTE: Maliska (2004).

Para ilustar as formulagoes citadas acima, considera-se o problema de valor inicial
(PVI) em uma malha unidimensional, dado por

dt _fi<t7ui<t)) ’ (224)

ui(to) = uy

em que u;(t) e f;(t,u;(t)) sdo fungoes a serem resolvidas para todo nivel de tempo ¢ nos

pontos ¢ da malha. O indice ¢ denota as coordenadas dos pontos na malha, com ¢ variando
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de 1 a N, indicando as posi¢oes na direcao x. A equacao diferencial é expressa pela derivada
du; (t)
dt

no ponto ¢ da malha. As condigdes iniciais sao dadas por u;(ty) = u?, onde to é o tempo

temporal igual a uma fungao f;(t,u;(t)), que depende do tempo ¢ e da solucdo u;(t)
inicial e u) ¢ o valor inicial da solugdao u; no ponto 7 da malha.

Observa-se que a derivada temporal é ordinaria, pois apesar de depender dos
valores espaciais em cada ponto ¢ da malha, considera-se x; conhecido durante o calculo
da varidvel temporal. Por isso, nesse contexto, u(z;,t) pode ser denotado somente por u(t)
para indicar que u é uma funcao da variavel temporal t.

Dessa forma, o método de Euler é empregado para obter uma aproximacao para
a solucao u(t) da equagao (2.24) de forma discreta em diversos valores no intervalo
[to, tf], chamados pontos de malha temporal. Estipula-se que os pontos desta malha tém
distribuigdo uniforme no intervalo [to,t]. Para isso, é selecionado um nitimero positivo

inteiro IV; e os pontos de malha (em t) sdo dados por

tn+1 :t0+(n+1)7', ’I’L:O, 1, ey Nt—l, (225)

ty —1
onde o tamanho do passo de tempo é dado por 7 = f— 0

Ny
Seja u(t) € C*[to,tf] a tnica solugao da equagdo (2.24), de modo que sua expansio
em série de Taylor para cadan =0, 1, ..., N; — 1 seja dada por
d 72 d?
toen) = ulty) + T—u(ty) + — (&), 2.2
ultnsn) = u(t) + 7 ut) + () (2.26)

para algum &, € (to,ty).

Ao considerar v uma aproximagao para u, o método de Euler constroi v" & u(t,,)
2 72

para cadan =0, 1, ..., N; —1 ao desconsiderar os termos —@u(&ﬁ) de segunda ordem

de aproximacao em 7. Dessa forma, o método de Euler é dado por
v =" (0" ), =0,1,... Ny — 1. (2.27)

Esse metédo é chamado de método de Euler implicito, pois para obter o valor de

"1 530 utilizados os valores correspondentes ao passo de tempo n e n + 1. Tal método

v
possui primeira ordem de aproximagcao temporal e é incondicionalmente estavel, ou seja, a
sua convergéncia nao depende da relacao entre o tamanho do passo de tempo e o tamanho
da discretizacao espacial (Burden; Faires, 2016; Ferziger; Peri¢, 2002; Fortuna, 2012; Franco,

2017). Neste trabalho, é utilizado este método.

2.5 Método Multigrid

O método multigrid constitui uma técnica numérica alternativa para resolver
iterativamente sistemas de equacoes do tipo Au = f, obtidos ao se discretizar uma equagao

diferencial. O método foi proposto originalmente por Fedorenko (1964), mostrando que a
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velocidade de convergéncia com o uso de tal técnica é melhor que a dos métodos iterativos
puros (sem o uso de multigrid), neste caso, chamados de singlegrid.

O método tem como principio basico utilizar um conjunto de malhas e alternar
suavizagoes em cada nivel de malha e as aproximagoes destas solugdes em uma malha mais
grossa (com uma certa razao de engrossamento re) através de operadores que transferem
informagoes da malha fina para a malha imediatamente mais grossa (operador de restri¢ao),
e em seguida, transferir informacao da malha grossa para a malha imediatamente mais fina
(operador de prolongacao), desta forma reduzindo todo espectro de erros (erros de alta
e baixa frequéncia) (Briggs; Henson; McCormick, 2000; Trottenberg; Oosterlee; Schiiller,
2001; Wesseling, 1992).

Dependendo do tipo de informacgao a ser transportada entre as malhas, tem-se o
esquema de corregao (Correction Scheme, CS) ou o esquema de aproximagao completa
(Full Approzimation Scheme, FAS). Briggs, Henson e McCormick (2000) recomendam o
esquema CS para problemas lineares e FAS para problemas nao lineares.

Como os sistemas nao lineares serao linearizados neste trabalho, o esquema CS
devera ser usado. O esquema CS para o caso de duas malhas e com re = 2 é apresentado

a seguir:

 Suavize Au = f na malha mais fina 2" v; vezes para obter uma aproximacao v".

o Calcule o residuo " = fh — Ahyh,

* Obter 72" = I2"r" na malha grossa 22".

h em 2?0 com estimativa inicial €2 = 0

para obter uma aproximacao para o erro e*.

+ Resolva a equacdo residual A%'e?h = 12

x Obter e" = I}, e*" na malha mais fina 02",
« Corrija a aproximacdo obtida em 2" : v/ + v + €.
e Suavize Au = f na malha 2" v, vezes com estimativa inicial v".

Neste caso, 11 e vy sao chamados, respectivamente, de niimero de pré e pds-
suavizagdo, e I#" e Il sdo os operadores de restri¢do e prolongacio. O procedimento
apresenta o esquema CS para o caso de duas malhas, porém, pode ser estendido para
o numero de malhas desejadas. A sequéncia com que as diversas malhas sao visitadas
caracteriza um ciclo multigrid que pode ser do tipo V, W, F, entre outros. As Figuras 13,
14 e 15 ilustram, respectivamente, os ciclos V, W e I’ para cinco niveis de malha.

Uma generalizagao dos ciclos V, W e F' é apresentado em Wesseling (1992), Briggs,
Henson e McCormick (2000) e Trottenberg, Oosterlee e Schiiller (2001), compreendidos

como parte de uma familia de ciclos denominada p-ciclo. O algoritmo 1 (Franco, 2017)
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Figura 13 — Estrutura do ciclo V.

\Restrigéo
_ \‘_ ___________ Q2h
Prolongacao
_-_-Y-_-_Z_-_Q% /
Z_____ Q8h ® Suaviza

FONTE: O autor (2024).

Figura 14 — Estrutura do ciclo W.

-.-Qh

\Restrigéo
___Q2h

Prolongacao
Qdh /

/\ /
N A e
:f:_':\_'ZEZ/:‘_'__ Z / -

FONTE: O autor (2024).

Figura 15 — Estrutura do ciclo F.

\ o . \Restrigao
NN - /

Prolongacéao

N A Q

N N N e - s

MW NN
FONTE: O autor (2024).

apresenta um esquema para o p-ciclo. Se p = 1 tal algoritmo realiza um ciclo V e se p =2
realiza um ciclo W.

Neste trabalho sera utilizado o ciclo W (vy,v5) por ser mais robusto (Trottenberg;
Oosterlee; Schiiller, 2001; Franco, 2017; Oliveira, 2022). Consulte Briggs, Henson e
McCormick (2000), Trottenberg, Oosterlee e Schiiller (2001), Wesseling (1992) para uma
visao abrangente sobre os diversos operadores de restricao e prolongacao que podem
ser utilizados no método multigrid. Neste trabalho, para a restricdo foi empregada a
média aritmética dos valores das propriedades dos volumes da malha fina e adotou-se a

interpolacao constante por partes para a prolongacao.
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Algoritmo 1: MG-p-ciclo(()
if | = L,,4: ¢ 0 nivel de malha mais grossa then
Resolva o sistema A'v® = f® na malha grossa 02,
else
Suavize 1 vezes Alv® = fO na malha 22"
Calcule e restrinja o residuo: fE+0) = 127, (fO — A;p®).
for ciclo=1:u do
Resolva no préximo nivel: M G-p-ciclo(l + 1).
end for
Corrija usando interpolacdo: v® «+ v® + Igll;lhv(l“).

Suavize vy vezes Alv® = f® na malha 02,

end if

2.6 FErros Numeéricos

Nesta secao sao tratados conceitos e defini¢oes sobre erros numéricos e suas fontes,
e as ordens efetivas e aparente do erro de discretizacao.
Para uma determinada varidvel de interesse, o erro numérico (E) é definido como
a diferenca entre a solucdo analitica exata (¢) e sua solucio numérica (¢) (Ferziger; Peri¢,
2002), ou seja,
B(p) =6 ¢. (2.28)

O erro numérico pode ser causado por diversas fontes, que sdo apresentadas em
Ferziger e Peri¢ (2002) e Marchi (2001) como: erros de truncamento (Er), erros de iteragao
(Ep) e erros de arredondamento (E;). Cada fonte de erro tem um significado especifico,

conforme segue:

e O erro de truncamento ocorre ao se aproximar um modelo matematico continuo
(conjunto infinito), em um modelo discreto (conjunto finito), ou seja, é o resultado

obtido ao se truncar um processo infinito (Roache, 1998);

o Considerando a solugao numérica (¢) para determinada variavel de interesse, o erro
de iteragao F; é dado pela diferenca entre a solucao exata do sistema de equagoes
algébricas e a solugao numérica na iteracao n, ao se considerar o emprego de um
método iterativo de resolugao (Ferziger; Peri¢, 2002). Em geral, os efeitos decorrentes
do E; tendem a diminuir conforme o niimero de itera¢des n aumenta, isto ¢, a medida

que n — oo, tem-se que E; — 0;

» Os erros de arredondamento (E;) sdo causados pela representagdo numérica finita

das variaveis nos calculos, que esta ligado a precisao dos ntimeros.

O erro numérico passa a ser denominado como erro de discretizagao (E}) (foco

neste trabalho) (Roache, 2009) quando E; e E, sdo minimizados ou mesmo inexistentes.
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Entao Ej, pode ser representado a partir da série de Taylor por
En(¢) = Ep, = coh®® + c1hP* + coh?? + ... = Z cy hPV, (2.29)
V=0

em que os coeficientes ¢y, ¢1, co, ... sdo numeros reais e podem ser funcoes da variavel
dependente e de suas derivadas, mas independem de h. Os expoentes pg, pi, pa2, ... Sa0
as ordens verdadeiras de Ej(¢) e seu conjunto é representado por py = {po, p1, p2, ...}

Os elementos de py sdo nimeros inteiros positivos seguindo geralmente a relacao
1 <py<p; <... 0squais representam uma progressao aritmética de razao ¢ = p; — po.
O primeiro termo py é denominado de ordem assintética (ou de acurdcia) de Ej(¢) (ou
da solugao numérica ¢) e serd denotado por pr. Quando h — 0, o E}, é dominado pela

primeira parcela da equagao (2.29), ou seja,
Eh = CohpL .

Ao se considerar o grafico bilogaritmico de E) versus h, tem-se que sua inclinagdo em
relagao ao eixo das abscissas, tende ao valor de py. Logo, quanto maior o valor de p;, da
solugao, maior sera a reducao de Ej com o refino da malha.

O E}, pode ser estimado a priori ou a posteriori ao calculo da solugdo numérica. As
estimativas a priori consistem, basicamente, em estimar a ordem de acuracia py, (SZABO;
Babuska, 1991). Obtendo py, é possivel avaliar o efeito da redugdo de h sobre Ej. Por
exemplo, considerando os erros de discretizacao Ej, e E}, obtidos e duas malhas distintas

M e 2" grossa e fina, respectivamente, tem-se

E hiE hi \P*
2

onde r = Z—; representa a razao de refino de malha. Dessa forma, o fator de reducao de Ej,,
com o refinamento de malha é dado por rP-.

Por outro lado, a analise de p;, a posteriori da solucao numérica é baseada no
calculo das ordens efetiva pg, quando a solugao analitica é conhecida, ou aparente py, nos

casos em que nao se conhecem a solucao analitica. Suas expressoes sao dadas por

log (gﬁ)
PE = W, (2.31)
| (322)
pu 1og3(r) L, (2.32)

em que ¢,, ¢, e ¢, correspondem, respectivamente, as solucoes numéricas obtidas nas
malhas 2™ (grossa), 2" (fina) e 2" (superfina), com r = hy /hy = hy/hs (razdo de refino
constante) (Martins, 2013).
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2.7 Multipla Extrapolagao de Richardson

Extrapolacdo é um processo matematico que envolve estimar valores além dos
pontos de dados disponiveis em um conjunto de dados. De acordo com Sidi (2003), um bom
método de extrapolacao leva em consideracao nao apenas a precisao dos dados disponiveis,
mas também o comportamento assintotico de uma sequéncia convergente. Dentre esses
métodos, a Extrapolagao de Richardson (ER) é um dos mais conhecidos (Martins, 2013).
De acordo com Burden e Faires (2016), esta metodologia pode ser utilizada sempre que
é possivel usar uma técnica de aproximacao que apresenta um termo indicativo de erro
de modo previsivel, ou seja, que depende de um parametro real, o que acontece com h, e
que possui uma representacao por meio de uma série analitica. A ER teve inicialmente
o objetivo de combinar aproximacoes a fim de gerar resultados com maior ordem de
acuracia considerando-se, exclusivamente, py = 2, py = 4 e r = 2 (razao de refino). Tal
procedimento ficou conhecido como Extrapolacao de Richardson padrao e posteriormente,
passou-se a considerar valores gerais para pg, p; e r, ficando entao conhecida por Multipla
Extrapolac¢ao de Richardson (Oberkampf; Roy, 2010).

A ER é considerada um pods-processamento e que deve ser empregado a posteriori
das solucoes ¢(h) obtidas em diferentes malhas 2", levando em consideracio a razao de
refino r» = hy/hgt1, em que os subindices g + 1 e g representam a malha fina e grossa,
respectivamente. A equagao da ER na forma original, dada em Richardson e Gaunt (1927),

é

h§¢g+1 - 52;+1¢g
R,
g+1

onde ¢ € a solucao analitica estimada, ¢,41 € ¢, sao as solucoes numéricas nas malhas

Poo = E(¢0), (2.33)

fina e grossa, respectivamente. Ao generalizar a ER para qualquer ordem assintética py, e

T, tem-se
¢g+1 ¢g

rpL — 1

Poo = Pgt1 + , (2.34)

e serd efetiva, se as solucoes numéricas ¢, possuem apenas erros de discretizagao.

A Multipla Extrapolagdo de Richardson (MER) consiste da aplicagao recursiva
da ER com o objetivo de se elevar progressivamente a ordem de acuracia do erro de
discretizacao (E}y). A recursividade é estabelecida a partir da equacao (2.34), aplicada em
um conjunto de malhas estabelecidas por um processo de refinamento, isto é, considera-se

¢o(hg) = d(hg), g=1,2, ..., (2.35)

¢ ( g+1) d)o( )

rPL — 1

®1(hg+1) = Gy (hg+1) +

. g=1,2 ... (2.36)

A partir disso, considerando m os niveis de extrapolacio e g indicando a malha 2",

com m e g sendo nimeros naturais nao nulos, a equagao (2.36) passa a ser representada
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por (Marchi et al., 2013b)

Qb m—1 " gb —1m—
¢g,m = ng,m—l + g T;m_l j 11 1, (237)

comm=1,2...eg=m-+1,m+2....

Do ponto de vista tedrico, a equagao (2.37) pode ser repetida infinitamente.
Entretanto, para aplicagoes praticas considera-se um valor limite para g, isto é, g = G,
em que GG é um numero inteiro positivo que corresponde ao nimero de malhas adotadas.
Presume-se que o emprego desse processo recursivo proporcione uma elevacao progressiva
da ordem de acuracia do Ej, (Marchi et al., 2016).

Uma andlise da ordem de acuracia resultante pode ser realizada a posteriori,
considerando os valores de pg se a solucéo analitica ¢ é conhecida, ou os valores de py se
¢ nédo é conhecida. Uma generalizacio de pg e py, para MER, pode ser encontrada em
Marchi et al. (2016) como:

e (B2)
h
= o 2.38
(pE)gm log(r) ( )
e
log <¢;l,m _¢¢g2,m>
— rm Lyt 2.39
emque g =2, ..., Gem=1, ..., g— 1 para a equacao (2.38); e g =3, ..., G
em =1, ..., Int((g — 3)/2) para a equacao (2.39), onde Int(f) corresponde a parte

inteira do ntimero real 8. Nesta perspectiva, quando nao se conhece a solu¢ao analitica,
nem mesmo as ordens verdadeiras, o célculo da MER, equacao (2.37), pode ser realizado

levando-se em consideracao os valores de (py) no lugar de p,,_1.

g,m—1

Uma representacao esquematica do emprego da MER ¢é apresenta na Tabela 2.
Quando m = 0, tem-se a solugdo numérica ¢ sem qualquer extrapolacdo. Para m = 1
tem-se um nivel de extrapolagao, para m = 2 tem-se dois niveis de extrapolacoes e assim
sucessivamente até o valor maximo permitido para m na malha 2", ou seja, m = G — 1.
Teoricamente, ¢ ,_, apresenta a solu¢do numérica como o maior nivel de acurdcia dentre
todos os ¢, ...

Ao se analisar a Tabela 2 verifica-se que para cada valor obtido de ¢,, , necessita-se
da solu¢do numérica em pelo menos duas malhas distintas (¢ e g — 1) considerando-se
pe. Isto posto, quando se utiliza py (é nao é conhecido), faz-se necessario pelo menos trés

malhas distintas (g, g — 1 e ¢ — 2), conforme a equagao (2.39).

2.8 Variaveis de interesse

De acordo com Martins (2013), o emprego da MER requer a obtencao de solugoes

numeéricas para determinada varidvel de interesse, em uma colecao de malhas distintas, em
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Tabela 2 — Representacao esquematica do emprego da MER.

m=20 m=1 m=2 -+ m=G-—2 m=G-—1
P10 = ¢
N\
Py = ¢, = | P2
hN
P30 = P5 bsn | s
P10 = P P11 bo12 0 || Pe-r6-2
hN
b0 = P P bgo 0 Poea T | Pea-

Fonte: Adaptado de Martins (2013).

que as variaveis podem apresentar diferentes comportamentos. Neste sentido, nas se¢oes
2.8.1 e 2.8.2 sdo apresentadas: (7) varidveis com mesma localizagdo nodal, em todas as
malhas, com o refino de 2" e (i) varidveis situadas no ponto médio entre pontos nodais

cuja localizagao é pré-estabelecida, que é o tipo de variavel que sera tratada neste trabalho.

2.8.1 Variavel com mesma localizacao nodal em malhas distintas

Tratam-se de variaveis cuja a localizagdo de sua coordenada é mantida em todas
as malhas consideradas e coincidem com um ponto nodal. A Figura 16 ilustra este tipo de
variavel de interesse. Nesta figura temos ¢; com coordenada a;, ¢o com coordenada as e ¢3
com coordenada ag, correspondendo, respectivamente, as solugoes numéricas obtidas nas
malhas 2" (grossa), 2" (fina) e 2" (superfina), com razio de refino r = hy/hy = hy/hs3

constante.

Figura 16 — Variavel com mesma localizagao nodal em malhas distintas.

a; = ay = as

Fonte: Marchi et al. (2016).
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O emprego da MER para variaveis com mesma localizagao nodal ocorre de forma
direta, isto é, utiliza-se apenas a equagao (2.37), de acordo com o algoritmo 2, apresentado

a seguir.

Algoritmo 2: Aplicagdo da MER em variaveis de mesma localizagao nodal
Calcule ¢, em G malhas distintas: ¢1, ¢o,--- , @
fori=1:G do

¢i,0 = (bz
end for
form=1:G—-1do
forg=m-+1:G do

(bg,mfl - (bgfl,mfl
qbg?m = ¢g7m_1 + /rpmfl _ 1 :

end for
end for

G

2.8.2 Variavel situada no ponto médio entre pontos nodais cuja localizagao é pré-

estabelecida em malhas distintas

Consideram-se variaveis cuja localizacao de sua coordenada situa-se no ponto
médio entre pontos nodais de 2", ou seja, suas coordenadas coincidem com a média
aritmética das coordenadas dos pontos nodais vizinhos. A Figura 17 ilustra este tipo de
variavel de interesse.

Como no caso da Figura 16 temos ¢; com coordenada a;, ¢ = 1, 2 e 3,
correspondendo, respectivamente as solucoes numeéricas obtidas nas malhas 2% e com
a mesma razao de refino r. Nesse caso a MER nao pode ser aplicada diretamente como
no caso anterior, pois a localizacao da variavel de interesse nao é coincidente com as
coordenadas nodais, fazendo-se necessario o emprego de um método que possibilite o
seu calculo previamente a aplicacdo da MER. A metodologia mais adequada para essa
finalidade, a partir dos valores nodais obtidos, é a interpolacdo linear (Martins, 2013).
Portanto, o resultado da interpolagao linear pode ser atribuido a localizagao da variavel
de interesse (ponto médio entre coordenadas nodais) tornando possivel obter ¢ em malhas

distintas e a partir desses valores obtidos, aplica-se a MER como no caso anterior.

2.9 Estimadores para o Erro de Discretizacao

Nesta secao sao tratados aspectos referentes a obtencao de estimativa para o
E},, considerando-se o emprego da MER. Nesse sentido, sao abordados os estimadores de

Richardson, Richardson corrigido, 1 e 1*.
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Figura 17 — Variavel situada no ponto médio entre pontos nodais em malhas distintas.

Fonte: Marchi et al. (2016).

2.9.1 Estimadores de Richardson e Richardson corrigido

A estimativa para o Ej, com o estimador de Richardson, deduzida a partir da
equacdo (2.34), é denotada por U,,, e dada por:
(bg - (bg—l

r’t—1"

Upi(9,) = (2.40)
em que ¢, e ¢,_, representam as solugdes nas malhas 2" (fina) e Q" (grossa) sem o
emprego de extrapolacao. A estimativa U, fornece, além da magnitude do Ej,, o seu sinal,
e pode ser empregada em diversos niveis de malhas, isto é, para 2" com g=2, ..., G
(Marchi, 2001).

Para solugoes obtidas com o emprego da MER, Marchi et al. (2013a) propoem
uma extensao do estimador de Richardson, dada por:

¢g,m - ¢571,m

rem —1 7

U,, (@) = (2.41)

em que g representa o nivel de malha e m o nivel de extrapolacao, sendo valida para
m=1[0,G—-2]eg=[m+2G].

A utilizacdo da simbologia U, , refere-se a aplicagao do estimador de Richardson
com base em py = {p,, m =0, 1, 2, ...}, sobre as solugoes obtidas com o emprego da
MER, sendo entao, denominado estimador U, (Martins, 2013; Marchi et al., 2016).

Na Tabela 3, é apresentado um esquema para estimar F,, usando o estimador U, ,
para um nivel m de extrapolagao qualquer, em que p,, representa a ordem correspondente.
Quando é aplicado um fator de correcao "™, obtém-se o estimador de Richardson corrigido

(Martins, 2013), representado por

Upmc <¢g,m> - Tpm Upm (¢g+1,m)7 (242)
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em que m =g — 1.

Tabela 3 — Representagao esquemética do emprego de U, .

Malha Nivel de extrapolacao m
Qo Pyrm
N
hs b, . - U, (¢,,)= Pon = Pocrm

r’m —1

Fonte: Adaptado de Martins (2013).

2.9.2 Estimadores 9 e 9"

De acordo com Marchi e Silva (2002), uma outra abordagem para a ER é

considerada ao utilizar a série de Richardson, denotada R__ e representada por

1 1 1 1
Yooy Y
em que 1) € R é denominada razao de convergéncia da série.

Se |[¢| > 1, a série geométrica representada pela equagdo (2.43), é dada por

1
R_=—. 2.44
Ao admitir 7 e P € R*, pode-se definir || = rP, de modo que
1
7 se 1 >1

Ry = , (2.45)

1

—m, Se w < -1

e considerando P = pp,, pode-se reescrever a equagao (2.40) como

¢ =&, + Ros(0, — 9,.1), (2.46)

em que ¢, e ¢,_, correspondem as solugoes obtidas nas malhas Q" (fina) e Q" (grossa),
respectivamente.

Dessa forma, admite-se a existéncia de um estimador Uy (¢,) = ¢, — ¢,, baseado
no valor de 9 correspondente a malha th, dado por
0= 61

v —1

Ao se considerar as solugdes numéricas ¢y, conforme a Tabela 2, a equagao (2.47)

Up(9,) = (2.47)

referente ao estimador ¢ pode ser empregada considerando a razao de convergéncia de ¢,

para se estimar F,, da seguinte forma

Uy (fgm) = 22 @_z) Q_ng’m_l, (2.48)



Capitulo 2. Fundamentacdo Teorica 49

onde ¢ = (Yur), é dada por

¢ —1m-1 ¢ —2,m—2
b= (Yu)g = ’ : (2.49)
¢g,m - ¢g—1,m—1
para g = 3, ..., G. A Tabela 4 apresenta o esquema para utilizar esse estimador para

E,., quando m = g — 1 malhas.

Tabela 4 — Representagao esquematica do emprego de U,,.

Nivel de extrapolacao

Malha ) ] o=

th72 ¢g—2,m—2

N\
(Qhg—1 ¢g71,m72 N (bgfl,m—l
- ; ¢ ¢
20 ¢g,m—2 - ¢g,m—1 - gbg,m = Uw(gbg,m): g,m,l?b_gil,mfl

FONTE: Adaptada de Martins (2013).

O emprego de Uy, somente serd efetivo se |¢)| > 1, que garante a convergéncia de
®,, €, consequentemente, ocorrendo a redugao da magnitude de E,,.
Na equagoes (2.48) e (2.49), ¥ = (¢Ya)y é a ordem aparente de E,, na malha
2", Devido seu célculo envolver trés malhas distintas, é natural admitir que o seu valor
corresponda a uma inclinagao média para o grafico da estimativa de F,, nessas trés malhas.
A equagdo (2.50) calcula a correcao para o estimador ¢ em que a razao de
convergéncia de ¢y, (m = g — 1) é atribufda & malha intermediaria do trio 2"s-1, 2hs e
hs+1 ) ou seja
Oom ~Gomtm=t 5 3G
Pg+1m+1 — Pgm

* = . 2.50
w (¢gfl,mfl - ¢972,m72)2 g= G ( )

(¢g,m - ¢gfl,mfl)<¢972,m72 - ¢973,m73) ’

onde ©* representa a correcao para o estimador ¢, para g =2, 3, ..., G — 1, obtido para

valores de ¢ em 2%s-1, 2 ¢ s+ ¢ o resultado atribuido a 2. Para ¢ = G, a malha
2"s+1 n3o estd disponivel para o calculo de 1*, com isso, busca-se estabelecer uma relacio
entre os valores obtidos para v e ¥*, considerando a obtencao de * através da razao entre
o quadrado de ¢ para g = G e o seu valor para g = G — 1, nas equagoes (2.48) e (2.49)
(Martins, 2013).

Dessa forma, o célculo da estimativa do erro numérico associado a ¢,,, apds a
determinagao de ¢*, por analogia a Uy (equagoes (2.48) e (2.49)), é dado por
Pgm — Pg—1,m—1
Uw*(gbg’m) =19 g . (2.51)

Y —1
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2.9.3 Efetividade de uma estimativa de erro

A qualidade de uma estimativa (U) para o erro numérico (F) pode ser avaliada de
modo geral mediante o cdlculo de sua efetividade (©(U)), definida em Zhu e Zienkiewicz

(1990) pela razao entre U e E, ou seja,

o) = g (2.52)

Para o caso ideal, a efetividade @(U) = 1 ocorre quando U = E. Uma estimativa
U sera dita confiavel quando O(U) > 1= U > F; e acurada quando O(U) ~ 1= U~ FE
(Marchi, 2001).
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3 MODELO MATEMATICO

Neste capitulo é apresentado o modelo matematico, juntamente com suas condigoes
iniciais e de contorno, presente neste trabalho.

O problema de escoamento bifasico em meios porosos rigidos, representado pela
equagao (2.4), pode ser reescrito para o = w e n, ou seja, para a fase imida (w) e nao

umida (n). Dessa forma, obtém-se o seguinte sistema de equagoes

00, F,
rra — AV - (Kpr) = —
agn MV - (KYV lg: , (3.1)
W — Ap V- ( pn) = p7

cujo dominio fisico sera dado por 2 C R%, com d € {1,2}, sendo z € 2 = [0,L] se d = 1
oux = (z,y) € 2=10,L,] x[0,L,] se d=2. O intervalo de tempo considerado é t € [0,t],
onde ty € o tempo final.

As equagbes governantes sao sujeitas as condigoes de contorno do tipo Dirichlet,

ou seja,

alTcCt) = Pace

Pa(@Ct) = Pace wee €002, 0 <t < ty, (3.2)
Oo(zce,t) = Opee

onde zcc denota os pontos sobre a fronteira do dominio {2, ou seja, xcc € 0f2. Para

completar a formulacao matematica, condigoes iniciais devem ser dadas por

Pa (JZ,O) = Paci

) 3.3
90{(25,0) = eaci ( )

onde ci refere-se as condigoes inicias de p,, € 0,.
Para realizar os experimentos apresentados no préoximo capitulo, serao exibidos os

modelos matemdaticos unidimensional e bidimensional.

3.1 Modelo matematico unidimensional

Neste trabalho, é utilizado o problema proposto por Illiano (2016). Nesse problema,

— DPw +pPn

5 " € propoe a

[liano considera a formulagao mista pressao-saturacao (p,S,), onde p

solucao analitica
flxt) =p(x,t) = Sy(z,t) = xt(l — x),

definida no dominio 2 = [0,1] no intervalo de tempo [0,1], com condi¢do inicial e de
contornos dadas por f(z,0) = f(0,t) = f(1,t) = 0.

Com o objetivo de se obter um sistema eliptico (onde é sabido que o método
multigrid funciona bem), foram realizadas algumas modifica¢oes no sistema gerado pela

formulacdo mista pressao-saturagdo a fim de reescrevé-lo em funcao das variaveis da
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pressao, p,, € p, (detalhes desta modificacdo serao dados na préoxima segao). Portanto, foi
necessario fazer alguns ajustes para usar p,, e p, ao invés de p. Usando as defini¢oes da

pressao capilar p. = p, — pn € P obtém-se

1 1
w =P — =De¢ n =D+ 5Dc 3.4
Pw =P = gPeCpn =D+ 5P (3.4)
em que p.(S,) =1— %va Como 6, = &S, segue que 0, = P\/2 —2p. e 0, =D — 0,,.
Usando essas expressoes, encontram-se os termos fontes
1
F, = —ipw[Q@(:E — 1) + KA\t (6ta* — 6t +t — 4)], (3.5)
1
F, = §pn[2¢(x — 1)z + K\ t(6ta® — 6t +t — 4)]. (3.6)

3.2 Modelo matematico bidimensional

Para o caso bidimensional, é utilizado o problema proposto por Kvashchuk (2015).
Nesse trabalho, Kvashchuk considera a formulagdo mista pressao-saturagao, (p,S, ), onde

P = % e propoe a solu¢ao analitica
p(x.t) = ta(l = 2)y(1 —y), (3.7)

Sw(x,t) = ; +tz(l —2)y(l —y), (3.8)

definida no dominio espacial {2 = [0,1] x [0,1] no intervalo de tempo [0,1], com condigdes
iniciais e de contorno dadas por p(x,0) = p(0,y,t) = p(1,y,t) = p(2,0,t) = p(x,1,;t) =0 e
Sw(x,0) = S (0,y,t) = Su(Ly,t) = Su(2,0,t) = Su(z,1,t) = 1.

Por razoes andlogas as explicadas na se¢ao anterior, também sao realizadas as
adaptagoes na formulacdo pressdo-saturagao, resultando em um sistema com as variaveis
Pw € Pn, utilizando as equacoes 3.4 também para o caso bidimensional. Consequentemente,
manipulagoes algébricas similares as do caso unidimensional, resultam nos termos fontes

adequados que atendam ao sistema 3.1.
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4 MODELO NUMERICO

Neste capitulo, sao apresentados detalhes sobre a discretizacao temporal, seguidos
do esquema de linearizagao (incluindo a manipulac¢do para tornar as variaveis p,, e p, as
principais do sistema) e a discretizagdo espacial. Neste contexto, serd abordado apenas o
modelo numérico do caso unidimensional, pois a extensao para o caso bidimensional segue

procedimentos analogos.

E considerado o sistema dado pela equacio (3.1). Como A, = ’Zj e K, =k.K, o

sistema pode ser reescrito como

ot L
%_v ﬁv R, (4.1)
ou seja,
We 0 (Kud,) E
ot 0x \ pw 027" ) pu
0, 0 (K0 \ _F -
ot O0x \p, 0z ") pn

4.1 Discretizacao temporal

Agora é realizada a discretizagdo da equagao (4.2) usando o método de Euler

implicito para a discretizagao temporal (Fortuna, 2012; Burden; Faires, 2016), obtendo

o= 9 [Ki 0 ] Fa
6n+1 _ en a Kn—l—l a " Fn+1 ) (43)
Rl e F] e

onde n + 1 representa o nivel de tempo atual, 7 = tﬁft ¢ o tamanho dos passos de tempo

com N; denotando o nimero de passos no tempo.

4.2 Linearizacao

Em seguida, o sistema representado pela equagao (4.3) é linearizado. Para isso, é

criado um processo iterativo para realizar a linearizacao. Tal processo ¢ dado por

O =0y 0 [KG 0 ] Pt
T 0x | b Ox " Puw (4.4)
92+1,s+1 _QTTLL B g Kgri’l,s g( n+1’s+1) — Fr?Jrle 3 .
T ox | p, Oxr " o

onde s+ 1 representa a iterada atual e 8 (« = w ou o = n) representa a solugao convergida

no passo de tempo anterior.
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Neste trabalho é utilizado o método de linearizacao de Picard modificado (Celia;
Binning, 1992; Oliveira et al., 2024) para estabelecer um novo processo iterativo em
que uma das variaveis de interesse serd aproximada pela série de Taylor e a outra sera
aproximada por uma condicao inicial. Com o objetivo de isolar as variaveis p,, e p,, a fim
de obter um sistema de equagoes elipticas apods sua discretizagao, é usada a série de Taylor

para calcular 0771571 que depende da pressao capilar p.. Dessa forma, segue que

D i
gritstl — gntls 4 gpﬂ(pZ“’S“ — ) + O(p7). (4.5)

Ao desconsiderar os termos de ordem mais elevada, a equagao (4.4) pode ser

reescrita como

l en—i-l,s 80$+178 5 n+1,s+1\ | — g K17}1+1782 n+1,s+1 _ FZ)H_LS
w + ( De ) w ( w ) -
T 8pcl ox ,uwl ox pwl (4.6)
l 9n+1,s 802+ 3 A n+1,s4+1\ ol — g KTTLLJF ,sﬁ n+1,5+1 _ F,r?+ »S ’
T Ope or | pp, Oz Pn
onde dpthstl = prtbstl _ pntls Ao organizar tais equagoes, tem-se
@Z)—I—l,s o ‘93} agz}-l—l,s 5p7cl+1,5+1 0 KZL)—H,S o 1 sil FS—H,S
+ o |
T Ope T Ox | oy Oz Pw
924—1,3 _ 02 801111}—&-1,5 5p2+1,s+1 a Kg—i—l,s a st F7?+1’s
+  a.. 7(pn 7 ) =
T Ope T Or | p Oz Pn

Para resolver o sistema, tendo as corregoes das pressoes como variaveis principais, é

Kithe g (

o pZH’S)} em ambos os lados das igualdades substituindo dp ™+ =

adicionado 8@ [
X

ntlstl _ pntls Dessa forma, obtém-se

9n+1,s — 9" 89n+1,s '5 n+1,s+1 a Kn+1,s 8 ]
w w 4 w P 7 w 7(5])3—1—1,3—&—1) —

T Ip. T or | f O
[ ron+1,s [ n+1,s -

0 [0 L] E

0r | p Ox " Puw )

92+ - 92 + 8017};+LS 5p?+178+1 a KZLLJFLS a (5 n+1,s+1) —
T op. T ox | fy Ox " B
[ ron+1,s n+1,s -

0 [0 ] LB

or | pp Ox" 7 P

Usando O 1S = ‘ZLI;*C’ = —g%z e a defini¢ao da pressao capilar (p. = p, — pw), apos

algumas manipulacoes algébricas obtém-se
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On+155pn+1 ,5+1 5pn+1 ,54+1 2 Kg—i—l,s g(épnﬁ_l’s_&_l)
T ) ox | b Ox "
I R RTINS R
C0x | 8x(pw )|+ Pw T (4.7)
Cn+1 5pn+1 ,s+1 5pn+1,s+1 a Kn+ls a (5pn+1 s+1) .
T ) - Ox fn OT
O [KE0 n] | B0
or | p, Oz~ " 7] Pn T

4.3 Discretizacao espacial

Na sequéncia, o dominio espacial é discretizado atraves do MVF (Maliska, 2004)
com discretizagao espacial do tipo CDS (Fortuna, 2012). Para isso, considera-se que o
dominio é um segmento de reta de comprimento L e que a malha é uniforme, D) =
{(zi)|ri=(i—2%)h, i=1, ..., Ny} onde h = N% sendo que N, é o nimero de volumes
no espago (veja a Figura 18).

Figura 18 — Discretizagao espacial unidimensional.

(pn)i (pw)i

‘ AV4 ‘ b ‘ AV4 ‘
/N ‘ 7N /N

| |
0 L
FONTE: O autor (2024).

Apresenta-se a seguir o desenvolvimento da discretizagdo envolvendo apenas a
primeira equacao do sistema (4.7), ou seja, a equagao para a fase imida w, considerando
os volumes internos. Para a fase nao imida n, o procedimento é andlogo.

Integrando-se a primeira equacao do sistema, obtém-se

. i 5pn+1 ,s+1 5pn+1 ,5+1 a KnJrl s 8 N i
///VC’ {C o 8x M 8 (5]7 +1 +1) dv

KnJrl s a I FnJrl 0n+1,s I
— n+1,s w _w w dvV.
///vc {8x [ Wy OT PG Pw T

Observa-se que esta integral tripla, para o caso unidimensional, elimina as integrais

nas outras duas diregoes. Ao aplicar o teorema da divergéncia de Gauss, calculando as

integrais e usando a localizagdo dos volumes na forma matricial como mostra a Figura 19,
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obtém-se

(')‘pn—i-l ,s+1 6pn+1 ,5+1 Kn+1,s a
Cm+1 s h— w — (s n+1l,s+1y\ -
[ T . il 81'( pw )7,+§

Moy
K17)+LS 5 n+1,s+1 _ K1711)+175 a n+1,s -
( P >1_% - (9 ( w )i—i—l
Hw i— 1 Hw 1 0% 2
=3 i+3

0
ox
Kn+1,5> 8 Fn+1 9n+1,s —
w <p'rlz+l s)z_% + [ w _Cw w] h
( Hw i—% Ox i

Pw T

Figura 19 — Disposi¢ao de um volume de controle i e seus vizinhos em uma malha uniforme
unidimensional.

—

1—1 1+ 1

FONTE: O autor (2024).

As aproximacoes nas faces para as pressoes e suas corre¢oes sao calculadas com

os valores nodais conforme vimos nas equagoes (2.18) e (2.19). Com essas aproximagoes
obtém-se uma expressao linear do tipo

n S n S n S h n 3S 5pw ?+17S+1 5pw n+1 S+1
(™ [ = (opy ] {<Kw>£ e
(K )n+1,s (5pw)?+178+1 - (5pw)?j1175+1 n+1 s )?leLSJrl - (pw>?+1’8+1 o

w/i—1 h z+1 h
n+l,s (pw)?H’SH (pw)?Jrll SH) 4 (Fuw)i n+1 ° (‘gw)nH’S — (0w)}
(Kw) 1 + h
2 h [ Puw T
(4.8)
Ao multiplicar a equagao (4.8) por z, obtém-se
(Cw)n+1 ,8 {(5pn)n+1 ,5+1 (5pw)n+1 s+1} . {(Kw)?iél,s {(5pw)?:11,s+1 (6pw>n+1 s+1}

(Kw)?:&-ll,s {(5pw)?+1,s+1 (6pw>n+1 s+1} } T {(K )n—l—l s

s n+1,s+1 n+1,s+1
= = w)ipl {(pw>z’+1 - (pw)i } -
n T T(FUJ)?—'—LS n n
(K [ = )] g+ P2t = 7+ 00

Ao reorganizar esta equagao com o objetivo de resolver a variavel da corregao

da pressao tumida dp,, e repetir todo o processo para a equacgao da correcao da pressao
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nao umida dp,, obtém-se o seguinte sistema linear que deve ser resolvido a cada passo de

tempo

A, B opw | _ | fu (4.9)
sendo que

(aa)i-1 (aa)i  (@a)it1

(aa)i-r (aa)i  (Ga)ita

(aa)i-r (aa)i  (Ga)it1
(aa)i-1 (aa)i  (@a)it1

cc

cc

C;

cc

em que cc sao condigoes de contorno e

(K 5)sg + (Ka);al,

h2 o & 3
(@a)its = _h; a( ZH"%H;,
(aa)i-1 = —hQMa( o it
(C"+1 )i
(fa)z hgﬂa(KZ“S) %(pZ“S)m—hg (K201 + (K, ) ()
e ) )i Fr @+ )

em que (K2t#), 1 e (K2t*),_1 denotam a condutividade nas faces de cada volume de
2 2

cada fase, calculado pela média aritmética.

Note que as expressoes para todos os coeficientes valem para os volumes internos.

Para a discretizagao nos contornos é usada a ideia de volumes ficticios (veja a Figura 9).
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Para a condigao de contorno de Dirichlet ¢ = 1 tem-se que

(@) = = (CE My + o [(KTF)y + 200241), |
T n+1,s “
(aa)Q = _h2ﬂa( 04—’_17 )%7
(aa)O = 07
o = (Cy ),
T n+1,s n+1,s T n+1,s n+1,s n+1,s

(fa)l = h2ﬂa( onrl7 )%(pojrl’ )2 - h2,U/og [2(}-(04+17 )% + (}-(0¢+17 )%](pa+17 )1+

2T T ntl.s ntls n
n (K5 ™) 1(pa)ee + p*(Fa)fl’ — (057 + (00,

onde (py)ee € a condi¢ao de contorno da pressao da fase « aplicada em ¢ = 1. O procedimento

é analogo para o outro contorno.
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5 RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sao apresentados os resultados desta tese. Na secao 5.1, é exposta
uma breve verificagao do cédigo com a solucao analitica fabricada e os resultados obtidos
com a utilizacdo da MER para dois experimentos numéricos bifasicos unidimensionais. J&
na secao 5.2, sao apresentados os resultados obtidos para uma sequéncia de experimentos
numeéricos bifasicos bidimensionais caracterizados por modificagbes em parametros do
modelo matematico, destacando-se a aplicagdo da MER em diferentes contextos.

Os experimentos numéricos foram executados no MATLAB R2021a usando
o método multigrid com os seguintes componentes: esquema C'S, ciclo W (2,2), razao
de engrossamento padrao re = 2, suavizador Gauss-Seidel, operador de restricao por
ponderagao completa e operador de prolongacao por interpolagao linear. Para o critério de
parada da linearizacao, é utilizado o valor absoluto méaximo das corregoes das pressoes
umida e nao umida, de acordo com o sistema dado pela equacao 4.9, logo tal critério é
max(|0py|,|0p,|) < TOL, onde TOL é a tolerdncia para a linearizacdo. Para o processo
iterativo, o critério de parada utilizado ¢ a norma infinito do residuo adimensionalizada
pela estimativa inicial, isto &, ||7¥]|e/||7%]|e < TOL, onde ¥ é o residuo na iteracio k,
r? é o residuo na estimativa inicial e TOL é a tolerancia do método multigrid. Como o
principal objetivo deste trabalho é a andlise do erro de discretizacao, com o intuito de
minimizar, ou mesmo eliminar as demais fontes de erro (E, e E}), em ambos os critérios
(linearizacao e multigrid) foram realizadas iteragoes até se atingir o erro de maquina, ou
seja, o erro de arredondamento, que neste trabalho foi em precisao dupla.

Em todos os experimentos numéricos, por simplificacdo, as saturagoes residuais

sao desconsideradas, ou seja, S, = 0, e a viscosidade em ambas as fases é 1, ou seja,

Mo = 1.

5.1 Problemas unidimensionais

Inicialmente, para a verificagdo do codigo em relagao ao problema unidimensional,
utiliza-se o modelo matematico descrito na segao 3.1 proposto por Illiano (2016). Para esta
verificagao sdo utilizados os dados fisicos da Tabela 5. De acordo com Illiano, esses dados
foram escolhidos para obter calculos simples, pois sua intengao era apenas de verificar
o cédigo. A Figura 20 apresenta a solugdo analitica e numérica obtida para a saturacao
umida (S,,) para diversos passos de tempo. Esta figura confirma que nossos resultados
estao de acordo com os apresentados por Illiano.

A Tabela 6 apresenta os dados fisicos que serdao utilizados neste trabalho no
intuito de caracterizar os dois experimentos numéricos a serem abordados nesta se¢ao,
denominados experimento numérico 1 e experimento numérico 2, os quais também foram

utilizados por Oliveira et al. (2020) e Oliveira (2022). Com base na metodologia descrita
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Tabela 5 — Dados de entrada para a verificagao do cddigo.

Simbolo Grandeza Valor Unidade
Aw Mobilidade do fluido na fase w 1 (Pas)™t
An Mobilidade do fluido na fase n 2 (Pas)™!
Puw Densidade do fluido na fase w 1 kg/m?
On Densidade do fluido na fase n 1 kg/m?
K Permeabilidade 1 m?

o Porosidade 1

Fonte: O autor (2024).

Figura 20 — Solugao analitica e numérica da saturagdo S,, obtida no primeiro passo de tempo
para diversos 7 e h.

0.025

/‘?/

0.02

S, (1=0,1 e h=0.1)

/ S,, (t=0,05 e h=0,05)
S, ana
/ S, (1=0,025 ¢-/=0,025)

S,, ana

S,, ana

+

0.015

0.01

0.005

e

mrana,,

0.2 0.4 0.6

X

FONTE: O autor (2024).

0.8

na secao 2.7 sao apresentados os resultados obtidos com o emprego da MER em dois

experimentos numéricos, a qual foi abordada na concepcao de reducao do erro numérico

para variaveis com mesma localizagao nodal em malhas distintas, conforme a se¢ao 2.8.

Para essas variaveis, tém-se como representantes as pressoes p,, e p,, no ponto central do

dominio. A malha mais grossa considerada apresenta N, = 4 e a mais refinada N, = 256

volumes de célculo, totalizando com isso G = 7 malhas.

Os resultados obtidos para o erro sem o emprego da MER (E},) e com seu emprego

(E.), sdo apresentados nas Figuras 21 e 22, respectivamente para os valores de porosidade

¢ = 0,4 (experimento numérico 1) e @ = 0,9 (experimento numérico 2). Ao realizar

uma analise comparativa das curvas do erro de discretizacao associadas as variaveis p,
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Tabela 6 — Dados de entrada para os experimentos numéricos 1 e 2.

Experimento 1  Experimento 2

Simbolo Grandeza Valor Unidade Valor Unidade

Aw Mobilidade do fluido na fasew 1 (Pas)™ 1  (Pas)™!
A Mobilidade do fluido na fasen 2 (Pas)™ 2 (Pas)™!
Puw Densidade do fluido na fase w 1 kg/m? 1 kg/m?

On Densidade do fluido na fase n 1 kg/m? 1 kg/m3

K Permeabilidade 1072 m? 1072 m?

b Porosidade 0,4 0,9

Fonte: O autor (2024).

Figura 21 — Erro de discretizacao considerando @ = 0,4, com e sem o emprego da MER para as
variaveis: (a) p, e (b) puw.

(a) Varidvel py,. (b) Varidvel p,,.

Erro de discretizacao
=
&
\m \
Erro de discretizagdo
=
&

14 E, —o— 10 E, e
107 ¢ E, —&— 13 E, —=—

o141
1073 1072 107! 107 107 10

Discretizagdo espacial Discretizagdo espacial &

Fonte: O autor (2024).

e pw, observa-se claramente a eficicia da utilizagdo da MER na minimizacao do erro de
discretizacao, ou seja, a aplicacdo da MER resulta em uma reducao significativa de E,,
com relagao a Ej, para ambos experimentos numéricos.

Considera-se agora a razao da reducao do erro Ej no experimento numérico
1 (¢ = 0,4) para as varidveis p, e p,. Os resultados apresentados nas Tabelas 7 e 8§,
respectivamente para as variaveis p,, e p,,, caracterizam o efeito da MER sobre a reducgao
de Ej, os quais foram avaliados mediante o calculo da razao |Ey|/|E,,|. Para o experimento
numérico 2 (¢ = 0,9), os resultados numéricos foram semelhantes.

Verifica-se na Tabela 7, por exemplo, que na malha com 256 volumes, aplicando
seis niveis da MER, o erro para a variavel p,, foi reduzido em mais de 96 milhdes de vezes
e para a variavel p,,, Tabela 8, essa reducao foi superior a 27 milhoes de vezes.

Na secao 2.6 é apresentado o procedimento para se calcular as ordens efetiva pg e

aparente py do erro de discretizacao Ej,. Como foi visto, trata-se de um teste a posteriori

2 10

-1
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Figura 22 — Erro de discretizacao considerando @ = 0,9, com e sem o emprego da MER para as
variaveis: (a) py, e (b) pu.

(a) Varidvel py,. (b) Varidvel p,,.

10—10 .
7
—12 /
10 g 10712 §
_14 / Eh ° / Eh °
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Erro de discretizagdo
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Erro de discretizacdo
=
W

1074 1073 1072 107! 1074 1073 1072 107!

Discretizagdo espacial & Discretizagdo espacial /4

Fonte: O autor (2024).

Tabela 7 — Reducao do erro em trés malhas distintas, para a variavel p,, considerando ¢ = 0,4.

Malha h 32 volumes 64 volumes 256 volumes
m 3 4 6
| Ep| 3,0038 x 1075 7,5139 x 1076 4,6978 x 1077
| Ep | 5,4271 x 107° 1,4134 x 1071%  4,.8652 x 10715

\ELl/|Em|  5,5348 x 103 5,3162 x 10* 9,6558 x 107
Fonte: O autor (2024).

Tabela 8 — Redugéo do erro em trés malhas distintas, para a variavel p,, considerando ¢ = 0,4.

Malha h 32 volumes 64 volumes 256 volumes
m 3 4 6
| En| 2,9558 x 107° 7,3984 x 1076 4,6272 x 1077
| B 1,0854 x 1078 2,8269 x 10710 1,6720 x 10714

\ELl/|Em|  2,7232 x 103 2,6172 x 10* 2,7675 x 107
Fonte: O autor (2024).

para verificarmos se tais ordens tendem a ordem assintética p; do problema, mediante
o refino da malha. Para o problema considerado, tem-se ordem p;, = 2 (Oliveira, 2022;
Kvashchuk, 2015).
Considerando os dados do experimento numérico 1 e a variavel p,, a Tabela 9
mostra que as ordens efetiva e aparente tendem a ordem assintotica do problema.
Frequentemente nao é possivel calcular a solugdo analitica de um modelo
matematico, logo, o erro da solugdo numérica para uma determinada variavel de interesse

também nao pode ser calculado. Quando isso ocorre, uma estimativa para esse erro pode
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Tabela 9 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para a variavel p,, no experimento numérico 1.

h PE pu
1,25000x 1071 1,97486
6,25000x 1072 1,99244 1,96892
3,12500x 1072 1,99760 1,99071
1,56250x1072  1,99915 1,99709
7,81250x1072  1,99966 1,99898
3,90625x1072  1,99985 1,99960

Fonte: O autor (2024).

ser obtida. A seguir apresentam-se alguns resultados para essas estimativas usando a
metodologia descrita na se¢ao 2.9, usando os dados do experimento numérico 1 (¢ = 0,4).
Para os dados do experimento numérico 2, ou seja, quando fazemos @ = 0,9, os resultados
numeéricos sao semelhantes.

Ao se calcular uma estimativa de erro, é desejavel que ela seja acurada e confiavel.
Uma forma de verificar se uma estimativa possui tais propriedades, é mediante o calculo
de sua efetividade (© = %) Na Tabela 10 apresentam-se os resultados para o calculo de
Up« e U,

Up,... Observa-se que, para essas varidveis, ambos os estimadores se apresentam acurados,

s Daseados em E,,, para as varidveis p,, e p,,, obtidos para os estimadores Uy« e
sendo o estimador U, . o que se mostra mais confidvel. Entretanto, para a malha mais
refinada analisada (h = 3,90 x 1073), ©(U) nio se apresenta acurado nem confidvel. Isso

estd relacionado as expressoes dos estimadores Uy e U, ., conforme ja apontado por

Martins (2013) e Rodrigues (2023). Por exemplo, E,, na malha mais refinada é afetado
pelos efeitos do erro de arredondamento, uma vez que encontra-se no limite da precisao
estabelecida, ou seja, precisao dupla. Entretanto, o calculo do estimador U, envolve mais
um refino da malha, o que torna o seu resultado inacurado e nao confiavel.

Na Figura 23 sao ilustrados os resultados para Ej,, E,, e sua estimativa U, . Pode-

mc

Tabela 10 — Efetividade dos estimadores Uy« e U, .. para as varidveis p, e p, considerando o
experimento numérico 1.

variavel p,

variavel p,,

h Uge/Enm Up,../Em Uy Enm Up,../Enm
1,2500 x 10~ 1,0625 1,0559 1,0699 1,0559
6,2500 x 1072 9,4169 x 10~*  9,9117 x 1071 9,4169 x 10~*  9,9117 x 10~
31250 x 102 1,0354 1,0260 1,0355 1,0260
1,5625 x 1072 90,8801 x 10~*  1,0134 90,8805 x 1071 1,0134
78125 x 1073 9,8042 x 1071 1,0025 99115 x 1071 1,0043
3,0062 x 1073 8,6005 x 10~!  8,6194 x 10~} 1,6018 1,6131

Fonte: O autor (2024).
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Figura 23 — Erro de discretizagdo sem o emprego da MER (E}), com o emprego da MER (E,,)

Erro de discretizagao e suas estimativas

e sua estimativa (U,,,.) versus discretizagao espacial h, considerando ¢ = 0,4, para
as varidveis: (a) p, e (b) py.
(a) Varidvel py,. (b) Varidvel p,,.
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Discretizagdo espacial /

se observar nessas figuras que o estimador U, _ ¢ compativel com o erro de discretizacao

apo6s o emprego da MER (F,,) nas malhas analisadas, ou seja, mostrou-se confiavel e

acurado. Assim, o seu uso pode ser considerado em casos cuja a solucao analitica é

desconhecida, para fins de verificagdo numeérica.

5.2 Problemas bidimensionais

5.2.1 Experimento numérico 3

Em relagao ao problema bidimensional, utiliza-se o0 modelo matematico descrito

na secao 3.2 com os dados da Tabela 11, além da pressao capilar dada por p. =1 — S2.

Os dados desta tabela correspondem a um problema académico proposto por Kvashchuk

(2015). Este serda o denominado experimento numérico 3. Tal modelo matematico também
foi utilizado por Oliveira (2022).

Tabela 11 — Dados de entrada para o experimento numérico 3.

Simbolo Grandeza Valor Unidade
Aw Mobilidade do fluido na fase w 2 (Pas)™t
An Mobilidade do fluido na fase n 2 (Pas)™!
Puw Densidade do fluido na fase w 1 kg/m?
On Densidade do fluido na fase n 1 kg/m3
K Permeabilidade 1 m?

P Porosidade 1

Fonte: O autor (2024).
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Inicialmente, para verificar o codigo, sao calculadas as ordens efetiva pg e aparente
py das variaveis p,, e p,,. Nas Tabelas 13 e 12, respectivamente para as variaveis p,, € p,

observa-se que pg e py tendem a p;, = 2 com o refino da malha.

Tabela 12 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para a varidvel p,, no experimento numérico 3.

malha PE PU

5,0000 x 1072 1,99870

2,5000 x 1072 2,00105  1,99791
1,2500 x 1072 2,00096  2,00108
6,2500 x 1073 2,00059  2,00108
3,1250 x 107*  2,00032  2,00068

Fonte: O autor (2024).

Tabela 13 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para variavel p,,, no experimento numérico 3.

malha PE pu

5,0000 x 1072 1,99145

2,5000 x 1072 1,99778  1,98933
1,2500 x 1072 1,99940  1,99723
6,2500 x 1073 1,99983  1,99926
3,1250 x 1073 1,99995  1,99979

Fonte: O autor (2024).

Em seguida é examinada a taxa de convergéncia, analisando os erros para diferentes
pardmetros de discretizagdo e comparando resultados de Kvashchuk (2015) (Tabela 14) aos
apresentados na Tabela 15. E importante observar que a varidvel encontrada na Tabela 14
é dada pelo erro de p = % e a redugao do erro correspondente E%_l / EI’L), ja na Tabela
15 ¢é dada pelo erro das variaveis p, e p, e a reducao do erro correspondente E;;l / E;a.
Tais erros sao calculados na norma-2 (||-|[,).

E possivel observar que o erro das pressdes tornou-se quatro vezes menor a medida
que h diminuiu pela metade, concordando com a teoria estabelecida na literatura. Além
disso, observa-se nas Tabelas 14 e 15 um certo padrao de comportamento em relagao a
reducao do erro, embora pequenas diferengas quantitativas sejam justificaveis, uma vez
que Kvashchuk (2015) utiliza p em vez de p,, e p,, e suas varidveis de interesse sdo p e Sy,

e neste trabalho sao p,, e p,, resultando em varidveis distintas para as soluc¢oes do sistema.

Os resultados obtidos com a utilizacao da MER sao apresentados adiante, a qual
foi abordada na concepcao de reducgao e estimativa de E) para as varidveis com mesma
localizacao nodal em malhas distintas, aplicada ao problema bidimensional. Para essas

variaveis, tém-se como representantes as pressoes p, € p,, no ponto central do dominio.
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Tabela 14 — Erros na ||-||, da pressdo p para diferentes valores dos pardmetros de discretizagao
espacial e temporal, com ¢y = 1, para o experimento numérico 3.

i h=r1" E: ES Y EL
11,0000 x 10~*  2,2958 x 10~*

25,0000 x 1072 49383 x 107°  4,6491
3 25000 x 1072 1,2223 x 1075 4,0401
41,2500 x 1072 3,0972 x 107 3,9465
5  6,2500 x 107®  7,6654 x 1077 4,0405

* ~ . . .

Os valores de h e 7 s@o numericamente iguais, mas
possuem unidades diferentes: h em metros, enquanto 7
em segundos.

Fonte: Adaptado de Kvaschchuk (2015).

Tabela 15 — Erros na ||-||, das pressoes p, e p, para diferentes valores dos parametros de
discretizacao espacial e temporal, com ¢y = 1, para o experimento numérico 3.

i h=r1" E E: ESY/E  ESUED
11,0000 x 10°'  6,8838 x 10~*  3,2508 x 1074

25,0000 x 1072 1,7292 x 10~*  8,1524 x 10~° 3,9809 3,9876
3 25000 x 1072 43284 x 10~°  2,0401 x 10~° 3,9950 3,9961
41,2500 x 1072 1,0824 x 107°>  5,1019 x 10~ 3,9988 3,9987
5  6,2500 x 107%  2,7063 x 1076 1,2756 x 107° 3,9997 3,9995
63,1250 x 107%  6,7658 x 1077 3,1893 x 107 3,9999 3,9998

* ~ . . . . .
Os valores de h e 7 sd0 numericamente iguais, mas possuem unidades diferentes: h em
metros, enquanto 7 em segundos.

Fonte: O autor (2024).

Neste experimento numérico, a malha mais grossa adotada apresenta N, x N, =
10 x 10 volumes e a mais refinada N, x N, = 320 x 320 volumes, totalizando com isso
G = 6 malhas. A Figura 24 mostra os resultados obtidos para erro sem MER (E},) e erro
com MER (FE,,). Ao se observar as curvas do erro de discretizagio associadas as variaveis
Pn € Dy, conforme ilustrado nesta figura, verifica-se que o emprego da MER resulta em
uma redugao significativa de Fj,.

Os resultados apresentados na Tabela 16, para as variaveis p,, e p,, caracterizam
o efeito da MER sobre a reducao de Ej, para o experimento numérico 3, os quais foram
avaliados mediante o calculo da razao |Ey|/|E,,|. Verifica-se para a variavel p,,, por exemplo,
que para a malha N, x N, = 40 x 40, ao aplicar dois niveis de MER, o erro se reduz em
mais de 465 vezes e para a malha N, x N, = 320 x 320, ao utilizar cinco niveis de MER,
essa reducao ¢ de mais de 159 milhoes de vezes.

Na Tabela 17, apresentam-se os valores das efetividades dos estimadores U, Uy«

e Up,,. para a variavel p,,. Verifica-se neste caso que os estimadores U, e U,,,. sao os mais

Pmc
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Figura 24 — Erro de discretizagdo para o experimento numérico 3, com e sem o emprego da MER
para as variaveis: (a) p, € (b) py.

(a) Varidvel py,. (b) Varidvel p,,.
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Fonte: O autor (2024).

Tabela 16 — Reducdo do erro em duas malhas distintas para as varidveis p,, e p,,, no experimento
numérico 3.

variavel p, variavel p,,

Ny x N, 40 x 40 320 x 320 40 x 40 320 x 320
m para F,, 2 ) 2 )
|E| 1,1062x107°  1,7261x107"  7,5699x107°  1,1835x1075
| Bl 1,9909x107%  53734x107"%  1,6265x1077  7,4036x10715
|ELl/| Bl 5,5561x10? 3,2124x 107 4,6540x 10? 1,5985x10®

Fonte: O autor (2024).

acurados e confidveis. Para a variavel p,,, os resultados numéricos sdo semelhantes.
Na Figura 25 apresentam-se os erros de discretizacao e suas estimativas para

as variaveis p, e p,, em relacao aos estimadores U, e U, .. Observa-se primeiramente

Tabela 17 — Efetividade dos estimadores U

numérico 3.

Ri)

Uy« e Up,,. para a variavel p,, no experimento

h URi/Eh Uw*/Em Upmc/Em
5,0000 x 1072 9,921277 x 101 1,070609 1,068340
2,5000 x 1072 9,979499 x 101 9,386907 x 101 9,986569 x 1071
1,2500 x 1072 9,994547 x 1071 1,016404 1,015017
6,2500 x 1073 9,998478 x 1071 9,832290 x 101 9,977431 x 1071
3,1250 x 1073 9,999540 x 1071 1,975099 1,966314

Fonte: O autor (2024).

nessas figuras o comportamento do erro de discretiza¢ao sem (E}) e com (E,,) o emprego
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Figura 25 — Erro de discretizagdo sem o emprego da MER (E}), com o emprego da MER (E,,)
e suas estimativas (U, e U,,,.) versus discretizacdo espacial h, no experimento

Pme

numérico 3, para as variaveis: (a) py, € (b) py.

(a) Variavel py,. (b) Varidvel p,,.
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Fonte: O autor (2024).

da MER, com destaque para a diferenca significativa de suas magnitudes. Em relacao

aos estimadores, verifica-se a concordancia entre £}, e U, e, E,, e U, ., isto ¢, ambos

'mce)

sao acurados e confidveis. Com isso, 0 seu emprego representa uma alternativa para a

verificagao numérica de problemas cuja solugao analitica nao é conhecida.

5.2.2 Experimento numérico 4

Diferentemente do que foi feito no experimento numérico 3, pequenas modificagoes
usando dados utilizados por Kvashchuk (2015) e Oliveira (2022) sao realizadas a fim de
gerar os experimentos numéricos 4 e 5. No experimento numérico 4, para as mobilidades,
utilizam-se dados baseados na parametrizacdo de Van Genuchten para as permeabilidades
relativas descritas na segdo 2.1.2 (equagdes (2.7) e (2.8)). Observa-se que, neste caso, a
permeabilidade relativa de cada fase nao possui solugao analitica e depende da saturacao

do fluido, conforme as equacoes

Frw(Sw) =V Su(1 = (1= (Su)'™)™)?,

e
Fern(Sw) = /1 — Sy(1 = Sp/mym,
em que o pardmetro de Van Genuchten usado é n,, = 2 (Kvashchuk, 2015). Neste

experimento numérico, sao utilizados os dados da Tabela 18, que também foram empregados
por Oliveira (2022), e a pressdo capilar que é dada pela equacio polinomial p. = 1 — S2.
Assim sendo, observa-se que neste experimento numérico tem-se uma situagdo mais
realistica, pois estas permeabilidades geram mobilidades A\, dependentes de S, e ndo mais

valores constantes, como no experimento numérico 3.
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Tabela 18 — Dados de entrada para o experimento numérico 4.

Simbolo Grandeza Valor Unidade
Aw Mobilidade do fluido na fase w %= (Pas)™!
An Mobilidade do fluido na fase n % (Pas)™t
Puw Densidade do fluido na fase w 1 kg/m?
Pn Densidade do fluido na fase n 1 kg/m?
K Permeabilidade 1 m?

P Porosidade 0,9

Fonte: O autor (2024).

O experimento numérico 4 inicia-se com os calculos das ordens efetiva pg e aparente

py das variaveis p, e p,. Nas Tabelas 20 e 19, respectivamente para as variaveis p,, e p.,

observa-se que pg e py tendem a p;, = 2 com o refino da malha, conforme esperado.

Tabela 19 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para a variavel p,, no experimento numérico 4.

malha

PE bu
95,0000 x 1072 1,98526
2,5000 x 1072 1,99641 1,98151
1,2500 x 1072 1,99947 1,99539
6,2500 x 1073 2,00008 1,99927

Fonte: O autor (2024).

Tabela 20 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para a varidvel p,, no experimento numérico 4.

malha

PE bu
95,0000 x 1072 1,98857
2,5000 x 1072 1,99512 1,98637
1,2500 x 1072 1,99788 1,99420
6,2500 x 1073 1,99903 1,99750

Fonte: O autor (2024).

Os resultados obtidos por Kvashchuk (2015) para a queda do erro da variavel p

com o refino da malha (medido na |[-||,) sdo apresentados na Tabela 21 e os resultados

deste estudo sdo apresentados na Tabela 22 (para o erro nas variaveis p, e p,,). Observa-

se concordancia entre as informacoes apresentadas nestas tabelas, apesar das pequenas

diferengas quantitativas, uma vez que Kvashchuk (2015) utiliza p como variavel de interesse,

enquanto que neste trabalho sao p, e p,. Além disso, nota-se que o erro das pressoes

tornou-se quatro vezes menor a medida que h diminuiu pela metade.

Os resultados obtidos com a utilizacao da MER sao apresentados adiante, a qual

foi abordada a concepcao de reducgao e estimativa de Ej, para as varidveis com mesma
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Tabela 21 — Erros na ||-||, da pressdo p para diferentes valores dos pardmetros de discretizagao
espacial e temporal, com ¢y = 1, para o experimento numérico 4.

i h=r1" EL E'ES
11,0000 x 107" 9,9101 x 10~°

25,0000 x 1072 2,2000 x 107> 4,5046
32,5000 x 107 55877 x 1076 3,9372
41,2500 x 1072 14325 x 107 3,9007
56,2500 x 1078 3,5866 x 1077 3,9940

* ~ . . .

Os valores de h e 7 s@o numericamente iguais, mas
possuem unidades diferentes: h em metros, enquanto 7
em segundos.

Fonte: Adaptado de Kvashchuk (2015).

Tabela 22 — Erros na ||-||, das pressoes p, e p, para diferentes valores dos parametros de
discretizacao espacial e temporal, com ¢y = 1, para o experimento numérico 4.

i h=r1" E E: ESY/E  ESUED
11,0000 x 10~'  2,9860 x 10~*  3,3700 x 10~*

25,0000 x 1072 84562 x 10~°>  8,5160 x 10~° 3,5312 3,9573
32,5000 x 1072 22167 x 107°>  2,1347 x 107° 3,8149 3,9802
41,2500 x 1072 5,6144 x 107 5,3406 x 10~ 3,9481 3,9972
5  6,2500 x 107%  1,4083 x 1079 1,3354 x 10~© 3,9868 3,9992

* ~ . . . .
Os valores de h e T s@0 numericamente iguais, mas possuem unidades diferentes: h em
metros, enquanto 7 em segundos.

Fonte: O autor (2024).

localizacao nodal em malhas distintas. Para essas variaveis, tém-se como representantes as
pressoes p, € p,, no ponto central do dominio.

Neste experimento numeérico, a malha mais grossa considerada apresenta /N, X N, =
10 x 10 volumes e a mais refinada N, x N, = 160 x 160 volumes, totalizando com isso
G = 5 malhas. Na Figura 26 sao ilustrados os resultados obtidos para erro sem MER
(Ep) e erro com MER (E,;,). Ao comparar as curvas do erro de discretizagao associadas as
variaveis p, e p,, observa-se que o emprego da MER resulta em uma reducao significativa
de E},.

Os resultados apresentados na Tabela 23, para as variaveis p,, e p,,, caracterizam o
efeito da MER sobre a reducao de E}, os quais foram avaliados mediante o calculo da razao
|En|/|Ey|. Verifica-se para a varfavel p,,, por exemplo, que para a malha N, x N,, = 40 x 40,
ao aplicar dois niveis de MER, o erro se reduz em mais de mil vezes e para a malha
N, x N, =160 x 160, ao utilizar cinco niveis de MER, essa reducao ¢ de mais de 383 mil
vezes.

Na Tabela 24, apresentam-se os valores das efetividades dos estimadores U,,,

Uy
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Figura 26 — Erro de discretizagdo para o experimento numérico 4, com e sem o emprego da MER
para as variaveis: (a) p, € (b) py.

(a) Varidvel p,,.
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(b) Varidvel p,,.
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Fonte: O autor (2024).

Tabela 23 — Reducdo do erro em duas malhas distintas das varidveis p, e py, para o experimento
numérico 4.

variavel p, variavel p,,

N, x N, 40 x 40 160 x 160 40 x 40 160 x 160
m para F,, 2 4 2 4
| Enl 1,5755x107%  9,8501x10~"  9,5246x107°  5,9656x10~°
| B 6,2107x107%  1,5743x1071  8,0965x107%  1,5537x10~!
|Enl/| B 2,5368 x 102 6,2567x10% 1,1764x 103 3,8396x 105

Fonte: O autor (2024).

e U,,. para a variavel p,,. Verifica-se que entre os estimadores estudados, os estimadores
U. el

ri © Ypme ¢ o mais confidvel. Para a varidvel

sao os mais acurados e o estimador U.

Pme

pn 0s resultados numeéricos sao semelhantes. Os resultados para os erros de discretizacao

e os estimadores U, e U, . sao apresentados na Figura 27 para a variaveis p,, e p,. Da

mc

mesma forma como observado anteriormente na Figura 25 foi identificado a acuracia e

confiabilidade dos estimadores estudados.

Tabela 24 — Efetividade dos estimadores U

numérico 4.

Ri?

Uy« e Up,,. para a variavel p,, no experimento

h URi/Eh Uw*/Em Upmc/Em
5,0000 x 1072 9,894819 x 1071 1,023047 1,020273
2,5000 x 1072 9,955025 x 101 9,432913 x 101 9,613097 x 1071
1,2500 x 1072 9,980479 x 107! 1,047320 1,004959
6,2500 x 1073 9,991093 x 107! 9,811215 x 107! 9,858953 x 107!

Fonte: O autor (2024).
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Figura 27 — Erro de discretizagdo sem o emprego da MER (E},), com o emprego da MER (E,,)

e suas estimativas (U, e U,,,.) versus discretizacdo espacial h, no experimento

numérico 4, para as variaveis: (a) pp e (b) py.

(a) Variavel py,. (b) Varidvel p,,.
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Fonte: O autor (2024).

5.2.3 Experimento numérico 5

Nesta se¢ao trata-se o experimento numérico 5. Diferentemente do experimento
numeérico 4 da secao anterior, no experimento numérico desta se¢cao foram utilizados dados
baseados na parametrizacao de Van Genuchten tanto para as permeabilidades relativas
de cada fase quanto para a pressao capilar p. (equacao (2.5)), além dos outros dados da
Tabela 18.

Por questoes didaticas, repetimos a expressao da pressao capilar, que é dada por

Pe(Sa) = pe(S Y™ — 1)t/

[0}

em que os parametros de Van Genuchten adotados serao n,, = p. = 2. Dessa maneira,
observa-se que este experimento numérico apresenta uma situacdo mais realistica se
comparada ao experimento numérico 4, pois aqui a pressao capilar é baseada na
parametrizacao de Van Genuchten e nao mais em uma solugao analitica conhecida.

Neste experimento numérico também foram obtidas as ordens efetiva pg e aparente
py das variaveis p,, e p,. Nas Tabelas 26 e 25, respectivamente para as variaveis p,, € p,
observa-se que pg e py tendem a pr, = 2 com o refino da malha, conforme esperado.

O resultados obtidos por Kvashchuk (2015) para a queda do erro de p, sdo
apresentados na Tabela 27 e os resultados deste trabalho para p, e p, sao apresentados
na Tabela 28. Observe-se concordancia entre os valores apresentados nestas tabelas. Além
disso, nota-se que o erro das pressoes tornou-se quatro vezes menor a medida que h

diminuiu pela metade.
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Tabela 25 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para a varidvel p,, no experimento numérico 5.

Tabela 26 — Ordens efetiva (pg) e aparente (py) para p,, no experimento numérico 5.

malha PE PU
5,0000 x 102 1,98681
2,5000 x 1072 1,99653  1,98354
1,2500 x 1072 1,99910  1,99567
6,2500 x 1073 1,99976  1,99888

Fonte: O autor (2024).

malha PE PU
5,0000 x 1072 1,99600
2,5000 x 1072 1,99878  1,99508
1,2500 x 1072 1,99958  1,99851
6,2500 x 1072 1,99984  1,99950

Fonte: O autor (2024).

Tabela 27 — Erros na ||-||, da pressdo p para diferentes valores dos parametros de discretizagao

espacial e temporal, com t; = 1, para o experimento numérico 5.

i h=r E: ESEL
11,0000 x 107" 1,2577 x 10~

2 500001072 3,7186 x 107°  3,3823
32,5000 x 1072 1,0848 x 107°  3,4280
41,2500 x 1072 2,7961 x 107°  3,8796

* ~ . L
Os valores de h e T s@o numericamente iguais, mas possuem

unidades diferentes: h em metros, enquanto 7 em segundos.

Fonte: Adaptado de Kvashchuk (2015).

Tabela 28 — Erros na ||-||, das pressoes p,, e p, para diferentes valores dos pardmetros de

discretizacao espacial e temporal, com ¢y = 1, para o experimento numérico 5.

i h=r1" E E: Ei-VE. ELVE!D
11,0000 x 107*  1,2608 x 1073 2,7552 x 1073

25,0000 x 1072 32764 x 107*  6,9949 x 10~* 3,8483 3,9389
32,5000 x 1072 8,2739 x 1075 1,7556 x 10~* 3,9599 3,0843
41,2500 x 1072 2,0735 x 107°  4,3934 x 107 3,9903 3,9960
5  6,2500 x 107%  5,1864 x 1078 1,0986 x 10~° 3,9979 3,9990

* ~ . . . . .
Os valores de h e 7 sd@o numericamente iguais, mas possuem unidades diferentes: h em

metros, enquanto 7 em segundos.

Fonte: O autor (2024).
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Os resultados obtidos com a utilizacao da MER sao apresentados adiante, a qual
foi abordada a concepcao de reducgao e estimativa de Ej para as varidaveis com mesma
localizagdo nodal em malhas distintas. Para essas variaveis, tém-se como representantes as
pressoes p, € p,, no ponto central do dominio.

Neste experimento numeérico, a malha mais grossa considerada apresenta N, X N, =
10 x 10 volumes e a mais refinada N, x N, = 160 x 160 volumes, totalizando com isso
G = 5 malhas. A Figura 28 mostra os resultados obtidos para o erro sem MER (E}) e
o erro com MER (E,,). Ao se observar as curvas do erro de discretizacao associadas as

variaveis p, e py, verifica-se que o emprego da MER resulta em uma reducao significativa
de Eh-

Figura 28 — Erro de discretizagdo para o experimento numérico 5, com e sem o emprego da MER
para as variaveis: (a) p, € (b) py.

(a) Varidvel py,. (b) Varidvel p,,.
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Fonte: O autor (2024).

Os resultados apresentados na Tabela 29, para as variaveis p,, € py,, caracterizam o
efeito da MER sobre a reducao de E},, os quais foram avaliados mediante o calculo da razao
|En|/|Er|. Verifica-se para a varfavel p,,, por exemplo, que para a malha N, x N, = 40 x 40,
ao aplicar dois niveis de MER, o erro se reduz em mais de 306 vezes e para a malha
N, x N, = 160 x 160, ao utilizar cinco niveis de MER, essa reducao ¢ de mais de 232 mil
vezes.

Na Tabela 30, apresentam-se os valores das efetividades dos estimadores U, Uy«
e Up,.. para a variavel p,,. Neste caso, verifica-se que os estimadores U, e U, . sdo os
mais acurados e que o estimador U, _ é o mais confidvel. Para a variavel p,, os resultados
numéricos sao semelhantes. Os resultados para os erros de discretizacao e os estimadores
U, e U,,. sao ilustrados na Figura 29 para as variaveis p,, e p,,. Assim como observado
nas Figuras 25 e 27 o emprego dos estimadores mostrou-se promissor.

Neste capitulo, foi avaliada a eficiéncia da MER aplicada as variaveis p,, e p,, do

problema de escoamento bifdsico em meio poroso rigido, buscando reduzir e estimar o
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Tabela 29 — Redugdo do erro em duas malhas distintas para as variaveis p, e py, no experimento
numérico 5.

variavel p, variavel p,,

N, x N, 40 x 40 160 x 160 40 x 40 160 x 160
m para E,, 2 4 2 4
| En| 8,1636x107°  5,1062x107%  4,1670x10~*  2,6054x107°
| En| 2,6592x1077  2,1992x1071  3,4188x10°7  1,0722x10~!
|Ew|/ | Em] 3,0699x 102 2,3218x10° 3,0699x 102 2,3218x10°

Fonte: O autor (2024).

Tabela 30 — Efetividade dos estimadores U, Uy~ e Up,,. da variavel p,,, no experimento numérico

5.
h URi/Eh Utb* /Em Upmc/Em
5,0000 x 1072 9,963172 x 107! 1.056773 1,055742
2,5000 x 1072 9,988780 x 1071 9,494108 x 101 9,995148 x 101
1,2500 x 1072 9,996199 x 101 9,357855 x 1071 9,353606 x 1071
6,2500 x 1073 9,998556 x 107! 1,109348 1,030358

Fonte: O autor (2024).

Figura 29 — Erro de discretizacao sem o emprego da MER (E}), com o emprego da MER (E,,)
e suas estimativas (U, e U,,,.) versus discretizac@o espacial h, no experimento
numérico 5, para as variaveis: (a) p, e (b) py.

(a) Varidvel py,. (b) Varidvel p,,.
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Fonte: O autor (2024).

E}, e aumentar a acurdcia das solugdes numéricas. Verificou-se que: (1) o uso da MER
mostrou-se eficaz no sentido de elevar a acuracia das solugoes numéricas; (2) em relacao as
estimativas do erro numérico, considerando as solugoes obtidas com o aplicagdo da MER,

os estimadores de Richardson (U,,) e Richardson corrigido (U,,,.) sdo recomendados para

% Pme

fornecer melhor precisao e confiabilidade.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo apresenta-se um resumo das principais constatagoes e contribuigoes

desta tese. Ao final, sugestoes de temas para trabalhos futuros sdo propostas.

6.1 Escopo do trabalho

Neste trabalho, estuda-se um problema envolvendo o escoamento bifasico em
meio poroso rigido uni e bidimensional de fluidos incompressiveis e imisciveis usando a
formulacao mista pressao-saturacao. Entretanto, apos a linearizacao, o sistema é reescrito
com as corregoes das pressoes como variaveis principais. Para a andlise de erros, as variaveis
de interesse analisadas foram as pressoes em cada uma das fases imidas e ndo timidas
localizadas no ponto central do dominio.

Para o caso unidimensional foram realizados dois experimentos numéricos e para
o caso bidimensional, trés experimentos com modificacoes em cada um deles, visando
explorar modelos mais realisticos. Para todos os experimentos, foi feita a verificagao do
codigo. Dando sequéncia, foi feito um estudo das ordens efetiva (pg) e aparente (py) do
E}, e constatamos que ambas tendem & ordem assintética (pr,) em todos os experimentos.
Em seguida foi aplicada a MER para reduzir o Ej. Finalmente, foram usados estimadores

de erro tanto para o caso com e sem o uso da MER.

6.2 Conclusao geral

Avaliou-se a eficacia de MER a fim de se reduzir e estimar o Ej, resultante de
solugoes numéricas do problema de escoamento bifdsico em meio poroso rigido uni e
bidimensional para variaveis p,, e p,, localizadas no ponto central do dominio. A partir dos

experimentos realizados, conclui-se que:

e o uso de MER mostrou-se promissor na elevacao do nivel de acuracia das solucoes

numeéricas para os problemas estudados;

e para o tipo de variavel estudado, variaveis localizadas no ponto central do dominio,

o emprego da MER é recomendado, ou seja, ocorreu um reducao significativa de Ep;

e no que diz respeito as estimativas para o erro de discretizacao, considerando as
solucoes obtidas com a aplicagao da MER, o estimador de Richardson corrigido
(Upme) € recomendado por fornecer melhor acuracia e confiabilidade em relagao aos

demais estimadores estudados neste trabalho.
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6.3

Principais contribuicoes

Em conformidade com os resultados obtidos, considera-se que o objetivo geral da

tese foi alcangado. Com isso, as contribui¢oes podem ser sumarizadas como:

6.4

desenvolvimento de verificagdo numérica no problema de escoamento bifasico em

meio poroso rigido uni e bidimensional,

estabelecimento da MER como uma alternativa para a reducao do erro de

discretizacao no tipo de problema estudado;

estudo sobre estimadores para o erro de discretizagao resultante da aplicacao de

MER no tipo de problema estudado.

Propostas de trabalhos futuros
Os seguintes temas sao sugeridos:

verificagdo das solugoes numéricas mediante o emprego da MER, porém, para
escoamento bifasico em meio poroso rigido em problemas sem solugao analitica

conhecida;

verificagdo das solugbes numéricas mediante o emprego da MER, porém, para

problemas com permeabilidades relativas randomicas;

verificacado das solugoes numéricas mediante o emprego da MER, porém, para

escoamento multifasico em meio poroso rigido;

uso de precisao quadrupla nos calculos.
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Abstract. This work aims to obtain the numerical solution for one-dimensional two-phase flow in rigid porous
media. The mathematical model for the problem consists of a system of partial differential equations with a set
of algebraic relations using the pressure-pressure formulation based on L-scheme linearization. The finite volume
method (FVM) is used to discretize the system of partial differential equations in a uniform grid. The spatial
approximation is obtained by the second-order scheme (CDS) and the temporal approximation by the implicit
Euler method. Dirichlet boundary conditions are applied. Iterative methods are used to solve the resulting system
of algebraic equations. A study on L-scheme was carried out to establish a rule and value of L that guarantees the
convergence of this linearization method. The results obtained for the numerical problem are compared with those
of a problem with the same characteristics in the literature that uses the pressure-saturation formulation.

Keywords: Finite volumes, L-scheme, Coupled system, Non-linear problem

1 Introduction

Numerical simulations of flows in porous media are famous Engineering problems. Many have been investi-
gated, for instance, in the extraction of oil and natural gas, Hydrology, soil and rock mechanics. In this sense, it is
important to understand the flow of fluids in porous media by means of a mathematical model. There are several
numerical formulations in the literature to obtain the solution of two-phase flow in rigid porous media based on the
pressure-saturation formulation, Bastian [1], Illiano [2], Celia and Binning [3]. However, in this work we use the
pressure-pressure formulation, Ataie-Ashtiani and Raeesi-Ardekani [4], Celia and Binning [3], thus the variables
of interest are the pressures in each of the two phases. Since the system is non-linear, we used the L-scheme
linearization method, and posteriorly, we use the coupled Gauss-Seidel method, Gaspar et al. [5], to solve each
system that resulted from the linearization. The goals of this work is to study the pressure-pressure formulation, in
order to compare its performance with pressure-saturation formulation and study the L-scheme method.

2 Mathematical and numerical models

The governing equations of two-phase flow in rigid porous media are modeled by a system of differential
partial equations that can be written as

(paba)

ot +V. (paqa) =F,, in Qx T7 (D
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where Q@ C R, 7 = (0,T) is a given interval of time, with T being the final time and v = w, n are the phases of
the fluid (w is the wetting and n is the non-wetting). We also have that p,, is the density, 6, = ¢S, where ¢ is the
porosity and S,, is the saturation, q,, is the vector of the volumetric flow and F,, is the source term, all from phase
a. The volumetric flow is given by Darcy’s law adapted for multiphase, which is written as

k;’I'(X
fha

do = —— K(Vpa — pag), (2)

where K is the intrinsic permeability tensor, k.., is the relative permeability in the porous media, which is consi-
dered as a function of saturation S, p,, is the pressure, (i, is the viscosity, all from phase « and g is the vector

of gravitational acceleration. The quantity \, = —— is called mobility, that is, the ratio of relative permeability

function to the phase viscosity, Bastian [1]. The systcém of equations given by eq. (1) and eq. (2) is complemented
by the algebraic relations S,, + S, = 1 and p,, — p,, = p.. These relations imply that the sum of the saturation of
the phases must be equal to 1 and that the capillary pressure p, is defined as the difference between the pressures
Pr, and p,,. Additionally, from the relation S,, + .S, = 1 we have that 6,, + 0,, = ¢.

Considering an incompressible fluid and disregarding gravity, the system of equations can be simplified as

9(6a) _Fa
TR AoV - (KVp,) = o 3

Our physical domain will be a segment of lenght L and parallel to the x axis. The governing equations are
subject to the Dirichlet type boundary condition, thus p,(0,t) and p,(L,t), t > 0, are prescribed value, where
L represents the domain size. To complete the mathematical formulation, an initial condition must also be given,
thus po(z,0) = p2 where p is a prescribed value of the variable pressure. We discretized the spatial domain
using the finite volume method (FVM), Maliska [6], Ferziger and Peri¢ [7] and central difference scheme (CDS),
Fortuna [8]. For the temporal discretization, we used the implicit Euler method, Fortuna [8], Burden and Faires
[9]. We denoted n as the time level, m as the number of iterations, 7 = Nlt where NV, is the number of time steps,

and h = NL where L represents the domain size and N, is the number of volumes in the space. With the temporal
discretization, in the wetting phase, eq. (3) can be written as

n+1lm+1 _ n+1,m-+1
ot m SR = Gp T Q[K"ﬂ:mﬂ(ép"“’m*l)]
w T ox- " ox Y
0 0 grtim _gn
_ Kn-‘rl,mi n+1,m Fn+1 _Cw w’ 4
o L R o
and in the non-wetting phase as
n+1,m+1 n+1,m
cntim opy o — gppttmtt Q[Knﬂ,mﬂ(dp“l’m*l)]
v T o~ " ox "

9 0 grtlm _ gn
- Kn+1,m7 n+1l,m FnJrl _’n n
or [ n ox (pn )] + Iy T )

®)

where CZJrl’m _ g%: , KZJrl’m — Kkm‘ and 5p2+1,m+1 _ pZJrl’erl 7pg+1,m+1.

12258

Considering a uniform grid, we obtain the following system of equations after the spatial discretization

()i 0P ™ 4 (@) i1 [0pT ™ T iy + (@ )i 1 [0pITH Ty + by[opn T = (Fy)i,  (6)

(an)i[0pp i 4 (an )i (0P isr + (an)ica [6pptH" T iy 4+ bi[opl T = (F)s, (D)
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where
(a0)s = (OG5 (K + KL ),
(aa)it1 = —%[KZH’m}H%?
(@)iet = —pglEI iy,
®: = [C5m,
(Fa)i = K2t ™y e e — o5 (K + (K2, ) e+
T

SIKET s i+ TFa = [007 + [00):

We used L-scheme in the numerical experiments. This linearization defines that L > |C,,|, Illiano [2], Radu
et al. [10]. The linear system resulting from the linearization of the equations above is solved by the coupled
Gauss-Seidel method, Gaspar et al. [5].

3 Numerical results
3.1 Code verification

For our tests, we used the problem proposed by Illiano [2]. In that work, Illiano considers the pressure-
saturation formulation p-S,,, where p = Z2XPx and proposes the analytical solution f(z,t) = P(z,t) =
Sw(z,t) = xt(1 — x) defined in the domain D = [0, 1] x [0, 1], with initial and boundary conditions f(xz,0) =
f(0,t) = f(1,¢) = 0.

In this current work, we used the pressure-pressure formulation p,,—p,,, thus, it was necessary to make ad-
justments to use p,, and p,, instead of p. By using the definitions of capillary pressure p. = p,,—p», and p we obtain

Pw =P — %pc, Pn =D+ %pc, where p.(Sy) =1 — %S?H Since 0, = ¢S,, we have that 6,, = ¢+/2 — 2p. and

0, = & — 0., implying that C,, = gf;: = _\/%2%, pe # 1. These expressions are used to find the source terms
1

Fy = —5pul20(z = )z + K\ (6127 — 6t + ¢ — 1)), ®)
1

Fo = 5pnl20(0 = 1)+ KAt(612% — 6t + ¢ — 4)]. ©)

To verify our results, we compared our solutions with the results obtained by Illiano [2] for the saturation
Sw- In this verification, data from Table 1 was used. According to Illiano this data was used to obtain easier
computations and can be unrealistic but that is not our concern, since we are trying to verify that our code works,
thus we are not interested in a simulation of a realistic physical problem.

Figure 1 and Fig. 2 confirm that the results found are in accordance with those presented by Illiano [2].

Table 1. Data used in the verification

>\w >\n K ¢ Pw Pn
1 2 I 1 1 2

3.2 Analysis of the L-scheme

A study on the L-scheme was carried out using the problem from the previous section in order to establish a
suitable rule and values of L that help the convergence of this linearization method. In Fig. 3 and Fig. 4, N, = 10
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0.025 T T Sw (t=0.1)  +
P N Tlliano [2]
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Figure 1. Numerical and analytical solution for saturation for 7 = A = 0.1

0.025 . Sy (t=0.1) +
yd SN Tliano [2]
v N Su (£=0.05)
/ \ Tlliano [2]
/ S, (t=0.025)
\‘g llliano [2] ——
0.02 |- il
7/ A\
\
0.015 / g
= 7 ht
@
0.01 - g
0.005 - 4' e S Vo
e \\
. o \
e N
0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figure 2. Numerical and analytical solution for saturation for 7 = A = 0.025

and N, = 20 respectively, we have |Cy,| versus z, where C,, = %Lpf. Data from Table 1 was also used in this
verification. It is possible to notice that the maximum value of the derivatives |C,,| is at the first time step (n; = 1)
and at the first spatial volume. For this reason, we made a geometric adjustment using the set of data from Table
2, which are values of max|C,, | located at the first spatial volume at the first time step as a function of the number
of volumes [V, in the grid. Table 2 shows the data to be adjusted.

The best-fitting curve to data was y(N,,) = 2.3314(N,,)1-96°® (see Fig. 5). By using a different value of IV,
we can predict the max|C,, | and therefore, find the value of L to be used in the linearization scheme. For example,
for N, = 30, we obtain y(30) = 1867.84. We can affirm that this rule is robust as it meets the convergence
criterion of the L-scheme, Illiano [2], Radu et al. [10]. Further studies are needed in order to make the rule more
efficient.
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Figure 4. Maximum value of the derivatives |C, | with N, = N; = 20 at each time step n;

Based on the information in Fig. 3 and Fig. 4, we can create a new rule by establishing a vector of the
values of L where each L; is the max|C,,| at the time step n;,. Thus, we will have a vector with the values
L = (L1, Lo, ...,Ly,), where IV, is the total number of time steps. For example, for the grid size N, = 10, this
vector would be L = (217.22; 113.20; 79.51; 63.22; 53.77; 47.64; 43.35; 40.16; 37.66; 35.62). One can notice that
the components of this vector have an asymptotic behavior, starting at a large value of L, to posteriorly decrease
and tend to a certain value (this behavior is also seen at the first volume in Fig. 3). For this reason, we will use the
value of mazx|C,,| at each time step, which is the value max|C,,| computed at the first spatial volume.

Table 3 shows the column itmedy (Adjusted), which displays the average number of linearizations, con-
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Table 2. max|Cy,| at the first spatial volume at the first time step as a function of N,

N,  mazx|Cy|
10 217.22
20 833.98
40 3267.35
80  12934.04
14000 T T T T T
: : max|Cy| +
¥(Nx)
12000 |- e -
/
: : : : : iy
10000 - - o o R S E o ///. ]
_ 8000 |- e e R i L /,/_/ -
E  soo0 k- . . L L L / R ]
4000 | . . . //"'./" . . . i
ot 1 1 1 1 1 1
10 20 30 40 50 60 70 80

Figure 5. Maximum value of the derivatives |C,, |

sidering every time step and using the geometrical adjustment of the data from Table 2. Column itmedy, (L) is
also shown, displaying the average number of linearizations achieved by using the L vector. The table highlights
that the method proposed by the new rule to choose L (by using L) noticeably reduces the average number of
linearizations performed, thus proven to be more efficient.

Table 3. Average number of linearization according to the rules proposed

N, itmedy, (Adjusted) itmedy, (L)
10 195.10 80.90
20 610.96 178.05
40 1936.65 392.65
80 5974.46 1169.72

4 Conclusions

Numerical simulations of flows in porous media have been investigated. In this sense, it is important to
understand the flow of fluids in porous media by means of a mathematical model. This work presented a model for
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the simulation of two-phase flow in rigid porous media that uses the L-scheme for linearization and the pressure-
pressure formulation. The results our code achieved were verified and are in accordance with those proposed by
[liano [2]. After the verifying the code we carried out a study on L-scheme showing how to choose a value of L.
A new way to choose a suitable value of L that is more efficient and guarantees the convergence of the method was
also proposed.
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